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O principal objetivo deste trabalho consiste em desenvolver um procedimento para 
problemas multiescala usando o Método dos Elementos de Contorno (MEC) para 
determinar o módulo de Young efetivo de um Ferro Fundido Nodular GGG-40.  
Todas as rotinas foram escritas usando o MEC como método numérico, devido a 
suas principais caracteríscas as quais fazem com que seja uma ferramenta adequada para 
modelagem multiscala de materiais.  
Foram usados procedimentos completos para a caracterização das propriedades 
mecânicas do GGG-40. Procedimentos de Microtomografia e Micro-indentação (dureza 
Vickers) também foram usados para determinar a morfologia dos nódulos de grafita e o 
módulo de Young, respectivamente.  
Para o procedimento de homogeneização foram analisados vários modelos em 2D e 
3D, considerando a gemetria real e sintética dos nódulos de grafita. A malha do MEC foi 
gerada através das imagens adquiridas por microtomogragia computarizada por Raios X, o 
que permitiu modelar a morfologia real dos nódulos de grapita. O módulo de Young efetivo 
obtido através do procedimento de homogenização para cada modelo foi comparado com os 
obtidos por ensaio de tração. 
Finalmente, a metodologia proposta foi adaptada para homogenização multiescala 
para problemas de viscoelasticidade. Para efeito de comparação e validação foram usados 
dados reportados em literatura. A análise multiescala acoplada ao MEC mostrou ser uma 
























The main goal of this work relies on developing a novel for multiscale methodology 
using the Boundary element Method (BEM) for determining the effective Young’s modules 
of a GGG-40 Nodular Cast Iron (NCI).  
All routines were written using the BEM as numerical method, due to its main 
features that makes this a suitable tool for modeling multiscale materials. 
Full experimental procedures for characterizing the mechanical properties were used 
for GGG-40. Computational X-ray Microtomography (Micro-CT) and Microindentation 
(Vickers Hardness) tests were also used to determine the morphology of the graphite’s 
nodules and the Yong’s module, respectively.  
For the homogenization procedure several models, such as 2D and 3D, considering 
the real and synthetic geometry of the graphite´s nodules were analyzed. The resulted 
effective young’s modules from each one were compared. The BEM mesh was generated 
through the images acquired by Micro-CT, which allowed modeling the real morphology of 
the graphite’s nodule. The effective Young’s modules obtained through a homogenization 
procedure for each model were compared with those obtained from tensile tests. 
Finally, the purposed methodology herein was adapted for a multiscale 
homogenization for viscoelasticity problems. Geometric data parameters reported in the 
literature were used for comparison and validation. The multiscale analysis coupled with 
the BEM showed to be an efficient numerical methodology for micro mechanical problems 
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 INTRODUÇÃO  1.
1.1. Generalidades 
A maioria dos materiais de Engenharia apresenta características heterogêneas 
quando vistos microscopicamente. A heterogeneidade no material pode se apresentar por 
causa da sua constituição microestrutural devida aos processos de fabricação, ou também 
ao desenvolvimento de materiais compósitos cuja finalidade é gerar propriedades que não 
se encontram em nenhum material de maneira individual (ASKELAND; FULAY; 
WRIGHT, 2010).  
As heterogeneidades no material têm algumas formas de se apresentar tais como 
buracos (espaços vazios). As rochas, concretos, tecidos biológicos, carbonetos e zeólitas, 
etc. são exemplos de materiais que apresentam este tipo de heterogeneidades. Também se 
pode encontrar na forma de inclusões ou irregularidades na estrutura cristalina, como os 
compósitos e as ligas metálicas, respetivamente (QU et al., 2011) (SAPUAN, 2017).  
Em definitivo, grande parte dos materiais com estruturas heterogêneas são 
projetados com o objetivo de mudar as suas propriedades mecânicas para fazê-los aptos 
para uma determinada solicitação. Têm-se, por exemplo, melhora na resistência à 
compressão como no caso dos concretos; na condutividade elétrica como nos 
supercondutores; aumento da resistência ao desgaste como nos aços inoxidáveis ou melhora 
na usinabilidade e a resistência à tração como no caso da maioria dos ferros fundidos, 
etc.(DANDEKAR; SHIN, 2012; GIBSON, 2010).  
Na atualidade, a determinação das características microestruturais e a avaliação das 
propriedades mecânicas vêm sendo um problema de essencial importância na ciência e na 
engenharia dos materiais (BURONI, 2006). O uso dos métodos numéricos para a 
determinação do comportamento, tanto macroscópico como microscópico, de materiais 
submetidos à determinadas solicitações também tem sido objeto de estudo nos últimos 
anos. 
Existem muitos métodos experimentais para o estudo das propriedades destes 
materiais (PUNDALE; ROGERS; NADKARNI, 1998), tais como as análises de 
caracterização morfológica ou de propriedades mecânicas os quais são muito empregados 
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na atualidade pelos laboratórios avançados de pesquisa e pela indústria em geral. Dentro 
das caracterizações morfológicas existentes na atualidade algumas das mais importantes são 
por exemplo as análises com Microscopia Ótica (YACOBI, 2008); Microscopia Eletrônica 
de Varredura (MEV) (DEDAVID; GOMES; MACHADO, 2007), Difração de Raios-X, 
(INKSON, 2016); (VEYTSKIN et al., 2017), Espectroscopia de Energia Dispersiva (EDS) 
(GIRÃO; CAPUTO; FERRO, 2017), análises termogravimétrica, ente outros.  
A caracterização mecânica geralmente se desenvolve mediante testes experimentais 
os quais podem ser destrutivos ou não-destrutivos. No primeiro caso temos, por exemplo, 
os ensaios de tração, de impacto, de dureza, ensaios à torção, ao desgaste, à fadiga, à 
corrosão, etc. (CALLISTER, 2008; SHACKELFORD, 2008); no caso de ensaios não 
destrutivos têm-se os testes visuais, ultrassom, termografia, radiografia, eletromagnéticos, 
etc. (BOYES, 2010; GHOLIZADEH, 2016; JOLLY et al., 2015; SHACKELFORD, 2008).  
Muitas destas características ou propriedades dos materiais podem ser determinadas 
sem a necessidade de uma amostra particular da mesma. Com o desenvolvimento das 
simulações numéricas para análise destas microestruturas fundamentadas em modelos 
matemáticos, é possível determinar as propriedades e/o seu comportamento quando 
submetidas à determinadas solicitações em alternativa aos métodos experimentais. A 
modelagem computacional oferece a possibilidade de reduzir, em muitos casos, os custos 
da análise destes materiais, como por exemplo: reduzir o trabalho experimental, custos de 
operação e/ou analisar situações que em muitos casos seria impossível de realizar. 
(BENEDETTI; ALIABADI, 2013; PETROV et al., 2016).  
Atualmente, o uso dos métodos numéricos para resolver equações diferenciais tais 
como Métodos de Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferenças Finitas (MDF) ou 
Método dos Elementos de Contorno (MEC) são muito empregados (BURONI; 
MARCZAK, 2008). Dentre estes Métodos, a formulação do MEC baseia-se na obtenção de 
uma Equação Integral de Contorno (EIC) deduzida a partir da manipulação algébrica das 
equações diferenciais governantes do problema (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987). O 
MEC faz aproximações das equações governantes no contorno para os problemas em 2D, 
ou na superfície para problemas em 3D, do corpo utilizando as chamadas funções de forma 
que dão origem a um sistema de equações lineares que contém as incógnitas do problema.  
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No estudo de Materiais microheterôgeneos os métodos numéricos são 
indispensáveis para obter as propriedades efetivas, a partir de uma detalhada informação 
dos campos de tração e de deslocamentos, podendo ser mais precisos que os métodos 
analíticos (YAO et al., 2004). Para a determinação das propriedades efetivas são 
empregadas geralmente os processos de homogeneização o qual permite determinar o 
comportamento geral do material submetido à determinadas solicitações. Tais processos de 
homogeneização consistem em teorias de análise de materiais compósitos ou 
microestruturais a partir das teorias de misturas, a qual trata os compostos como se fossem 
materiais homogêneos tendo em conta o comportamento dos diferentes constituintes de 
acordo com sua proporção em volume no interior do compósito.  
Igualmente, a caracterização numérica e o desenvolvimento de métodos de análise 
oferecem a possibilidade de criação de novos materiais. A partir dos métodos numéricos é 
possível obter uma melhora da capacidade de análise das propriedades mecânicas em 
pontos específicos, tais como por exemplo, a avaliação de deslocamento intergranular, 
propagação de trincas, crescimento de grão, etc. 
Neste sentido, neste trabalho será desenvolvida uma metodologia considerando a 
parte experimental e numérica simultaneamente para a caracterização mecânica de um ferro 
fundido nodular GGG-40. Para tanto foi desenvolvida uma rotina numérica usando o MEC 
para determinação do módulo de Young efetivo através de um processo de homogeneização 
multiescala. A obtenção da malha da microestrutura foi realizada a partir de imagens 
obtidas por técnica de microtromografia por raios-X, permitindo obter um EVR (Elemento 
de Volume Representativo) baseado na morfologia  real do GGG-40. 
1.2. Originalidade da Tese 
Esta tese contém três contribuições significativas, a primeira consiste no 
desenvolvimento de uma estratégia de homogeneização multiescala empregando o MEC 
para a determinação do módulo de Young Efetivo de um ferro fundido nodular. O processo 
de homogeneização multiescala foi realizado a partir de modelos numéricos em 2D e 3D.  
A segunda contribuição é a determinação da geometria real das inclusões de grafita 
em um FFN GGG-40. Dois temas que tem sido pouco estudado é a determinação da 
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geometria real das inclusões nodulares em ferros fundidos nodulares e o desenvolvimento 
de um modelo numérico que considere a geometria real destas inclusões nodulares. Para 
estabelecer as propriedades mecânicas da inclusão é proposto um inédito procedimento 
experimental cuidadosamente elaborado mediante ensaios de microdureza. 
Referente aos materiais com comportamento viscoelásticos microestructurais, uma 
das contribuições deste trabalho é a aplicação do processo de homogeinização em materiais 
submetidos a tensão constante (Fluência). A modelagem numérica foi realizada em 
modelos 2D e 3D.  
1.3. Objetivos 
1.1.1. Geral 
Este trabalho está enfocado na determinação do módulo de Young efetivo mediante  
a homogeneização multiescala utilizando o MEC. A estratégia será aplicada a materiais 
com comportamento linear elástico e estendida a materiais microestructurais com 
comportamento viscoelástico. A aplicação da técnica de microtomografia por Raios-X é um 
dos testes experimentais inéditos deste trabalho, tendo em vista a pouca literatura reportada 
empregando esta técnica experimental para suporte aos processos de homogeneização. 
Alguns procedimentos experimentais adicionais serão empregados a fim de avaliar os 
modelos numéricos desenvolvidos. 
1.3.1. Específicos 
Desenvolvimento de código numérico por sub-regiões para análise da estrutura de 
um FFN. 
Programar as estratégias de homogeneização mediante Elementos de Volume 
Representativos (EVR). 
Implementar condições de contorno periódicas para as análises da o módulo de 
Young  efetivo do material. 
Análise da estrutura do FFN mediante teste experimental. 
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Validação dos modelos numéricos implementados com dados experimentais 
efetuados. 
Desenvolver a metodologia para análise de materiais microestruturais com 
comportamento viscoelásticos. 
Encontrar um EVR do modelo viscoelástico a partir da determinação de diferentes 
tipos de módulos efetivos. 
1.4. Resumo da Tese 
Esta tese está dividida em nove capítulos.  
No capítulo 1 é apresentada uma introdução, bem como a importância da análise 
numérica e modelagem computacional de material heterogêneo.   
O capítulo 2 exibe uma revisão bibliográfica do MEC, e suas vantagens e 
desvantagens, assim como uma menção das principais contribuições matemáticas 
desenvolvidas ao longo das últimas décadas e que efetivamente contribuíram para o 
desenvolvimento e estruturação do MEC. Igualmente de faz uma menção de alguns 
trabalhos com problemas de homogeneização em FFN.  
No capítulo 3 é apresentada a formulação matemática e a metodologia 
implementada nesta tese para análise de materiais heterogêneos. 
 Na sequência, é apresentado um esboço geral do método começando com as 
relações constitutivas e equações de equilíbrio até chegar à obtenção da identidade de 
Somigliana. O mesmo procedimento é expresso em linguagem de programação em forma 
vetorial para a implementação no código numérico tanto para modelos 3D como para 2D. O 
código desenvolvido é avaliado e validado com resultados analíticos e numéricos de casos 
existentes na literatura. 
No capítulo 4 realiza-se uma caracterização tanto morfológica como mecânica de 
um FFN GGG-40. É apresentada uma introdução sobre os ferros fundidos, suas 
características e importância como materiais de Engenharia. Logo, o procedimento de 
caracterização é apresentado e destacado por sua novidade quanto à análise por sistema de 
microtomografia computarizada por raios-X (Micro-CT), técnica pouco implementada na 
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engenharia. Outro tema ainda abordado consiste na determinação das propriedades 
mecânicas dos nódulos de grafita a partir de testes de microdureza, seguindo um processo 
experimental inédito e cuidadosamente elaborado. 
No capítulo 5 é apresentada a metodologia numérica para o processo de 
homogeneização utilizada nesta teses e a descrição dos modelos com suas hipóteses tanto 
para os problemas em 2D e 3D. São apresentados igualmente os resultados dos modelos 
numéricos. A estratégia de análise consiste em fazer uma comparação entre os modelos 
numéricos em 2D e 3D utilizando tanto as geometrias sintéticas como a geometria real do 
problema. Neste item é apresentado uma análise e discussão dos resultados obtidos. 
No capítulo 6 é realizado um estudo da teoria de viscoelasticidade, em que os 
principais modelos são apresentados: o modelo de Kelvin-Voigt de Maxwell e de 
Boltzmann. As formulações dos modelos linear-elástico, tanto bi-dimensional como tri-
dimensional são reformuladas para um modelo com comportamento viscoelástico. O 
código com dados experimentais é avaliado e logo é apresentado um estudo da influência 
das inclusões ao interior de um material viscoelástico submetido a um ensaio de fluência. 
Posteriormente, se empregam as técnicas de homogeneização para o caso em 2D para 
determinar o EVR do concreto asfáltico cujo dados estão reportado na literatura.  
Finalmente, no capítulo 7 é realizada uma análise e discussão ampla dos resultados 
e das conclusões do trabalho e sugestões de possíveis trabalhos futuros.   
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 REVISÃO DA LITERATURA 2.
2.1. Estado da Arte 
O Método dos Elementos de Contorno (MEC), também conhecido na literatura 
como Boundary Element Method (BEM), é um método computacional para solução de 
Problemas de Valor de Contorno (PVC) através formulações integrais. O MEC é descrito 
por alguns autores como (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987); (BECKER, 1992); 
(L.WROBEL, 2002); (M.H. ALIABADI, 2002) e (MUKHERJEE; MUKHERJEE, 2005)) 
entre tantos outros, como uma potente ferramenta computacional que permite a modelagem 
numérico, mediante equações de equilibrio, do comportamento de um material sobre 
solicitações de carregamento, temperatura, som, etc. Este método apresenta uma 
característica importante quando comparado á outros métodos convencionais tais como o 
Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferenças Finitas (MDF), Método de 
Volumes Finitos, (MVF) entre outros. O MEC tem como principal característica uma 
redução da dimensionalidade do problema ao analisar o problema só no contorno do 
sistema, por exemplo: estudo do da linha do contorno se o problema é em uma superfície 
ou a análise de uma superfície se o problema é em um volume (M.H. ALIABADI, 2002).  
No MEC, a fronteira do material (ou do problema) é dividida em um número de 
pequenos segmentos (para 2D) ou elementos (Para 3D) onde a equação diferencial 
governante, na forma de identidade integral, é integrada numericamente. Segundo (M.H. 
ALIABADI, 2002) este método é muito confiável para análise de domínios infinitos, bem 
como problemas  de descontinuidade forte, como fratura ou geometrias irregulares onde a 
geração de malha apresenta elevada complexidade. Na Figura 2.1 é apresentado um 
diagrama onde se faz um comparativo em quanto a estrutura da malha de cada um dos 
métodos mais usados na atualidade, os quais são MEF, MEC e MDF. Pode ser observado 
que a malha do MEF apresenta uma maior quantidade de graus de liberdade com respeito 
ao MEC para um mesmo sólido. O mesmo pode ser verificado ao se comparar o MDF em 




     
Figura 2.1 Representação esquemática do MEF, MEC e MDF. 
No MEC, os parâmetros desconhecidos para problemas de elasticidade são os 
deslocamentos e as forças de superfície, as quais são avaliadas na superfície “discretizada” 
obtendo ao final um sistema matricial que contém as incógnitas do problema.  
O MEC por suas características de ser um método de fronteira apresenta uma boa 
integração com as ferramentas CAD (Computer-Aided Design), o que permite uma maior 
facilidade para geração de malha de superfície. Na Figura 2.2 é apresentado um exemplo de 
esfera desenhada em CAD e reproduzida a partir da interface gráfica do Matlab. 
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Figura 2.2 Reprodução de modelo CAD em interface gráfica de Matlab. 
a) Desenho CAD, b) Reprodução em interface gráfica do Matlab. 
Para aplicar o MEC, é necessário o conhecimento prévio de uma solução particular 
do problema, a qual é conhecida como solução fundamental. A obtenção da solução 
fundamental é a parte mais crítica e fundamental do MEC, já que a integração destas 
soluções pode ser de difícil obtenção em alguns casos; a formulação requer a integração de 
funções que contêm singularidades as quais necessitam de procedimentos elaborados para 
sua integração. A equação integral é avaliada, geralmente, em cada um dos nós do 
problema de contorno obtendo-se assim um sistema matricial o qual é desenvolvido para 
encontrar a solução do problema. Além disso, o MEC, ao contrário de outros métodos, 
geram matrizes totalmente preenchidas e não simétricas, limitando os benefícios no uso de 
soluções iterativas e sistemas de gerenciamento de armazenamento de memória. O 
procedimento algébrico do sistema e o desenvolvimento do método será explicado adiante. 
A continuação são resumidas as principais vantagens e desvantages do MEC. 
2.1.1. Vantagens e desvantagens do MEC 
O MEC, como qualquer outro método numérico tem vantagens e desvantagens 
(RASHED, 2001): 
2.1.1.a. Vantagens 
Somente problemas de fronteiras precisam ser quantificados, o que resulta em uma 
preparação fácil de dados e menor exigência computacional.  
Permite o tratamento de domínios infinitos e semi-infinitos com boa precisão.  
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Os locais internos incógnitos são computados na etapa de pós-processamento que 
simplifica qualquer otimização de processo.  
Resultada relativamente boa precisão para concentração de tensões devida à 
propagação de trincas ou cargas concentradas. 
2.1.1.b. Desvantagens 
As matrizes do sistema não são simétricas ou densamente cheias.  
As soluções fundamentais nem sempre são fáceis de serem obtidas.  
Dificuldade no tratamento de estruturas pouco espessas.  
“Discretização” necessária do domínio para alguns casos de aplicações não lineares. 
2.2. Contexto histórico do MEC 
Neste trabalho, é feita uma recompilação dos dados históricos os quais também são 
referenciados nos livros de (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987); (L.WROBEL, 2002); 
(M.H. ALIABADI, 2002). Outro trabalho que apresenta detalhes históricos significativos é 
apresentado por (CHENG; CHENG, 2005), em que faz um estudo de toda a evolução do 
MEC e sua riqueza matemática.  
O MEC tomou força no campo dos métodos numéricos despois de muito tempo de 
desenvolvimento até ter um amadurecimento na primeira metade do século XX, quando os 
procedimentos numéricos puderam ser desenvolvidos por computadores. Com o 
desenvolvimento dos sistemas computacionais, o MEC assim como outros métodos 
numéricos, começaram a ter uma maior aplicabilidade e portanto, um maior 
desenvolvimento nas metodologias aplicadas.  
Inicialmente, o MEC começou com a teoria potencial no início do século XVII até o 
início do século XX (L.WROBEL, 2002). Os fundamentos matemáticos surgiram no início 
do século XVII com os trabalhos de (LAGRANGE, 1773 , FOURIER, 1822, MAXWELL, 
1873 e SOMIGLIANA 1887) os quais são referenciados por (CHENG; CHENG, 2005). As 
primeiras contribuições importantes segundo (CHENG; CHENG, 2005) se deram com os 
trabalhos de Lagrange quem desenvolveu a técnica de redução espacial da representação 
integral deixando porém mais eficiente o método de solução de equações integrais. A 
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solução numérica de um sistema de equação integral do MEC foi desenvolvida inicialmente 
por (SOMIGLIANA, 1887), apesar das principais propriedades das equações diferenciais já 
estarem bem estabelecidas no século XIX, somente no trabalho de (FREDHOLM, 1903) as 
primeiras investigações foram encaminhadas no desenvolvimento de equações Integrais. 
Frehholm igualmente apresentou as condições de existência e unicidade, conhecidas como 
os teoremas de (FREDHOLM, 1903). A origem e consolidação do MEC começa  a se 
mostrar como uma importante ferramenta numérica com as implementações das equações 
integrais. Foi na década de 60ss com os trabalhos de (JASWON; PONTER, 1963; 
JASWON, 1963); (G.T.SYMM, 1963) aliado a isto estava à evolução da ciência da 
computação a qual surgia como importante nessa época. Os problemas potenciais 2D foram 
primeiramente formulados por (JASWON, 1963) e (G.T.SYMM, 1963), os quais 
desenvolveram um método direto da equação integral do contorno para problemas 
potenciais usando as identidades de Green. Na sequência, (RIZZO, 1967) e (CRUSE, 1969, 
1968; CRUSE; VANBUREN, 1971) estenderam a formulação para os casos de problemas 
elásticos, onde desenvolveram a EIC para problemas elasticidade em 2D e 3D usando a 
identidade de Somigliana. Também apresentaram uma formulação para problemas 
elastodinâmico transiente empregando a transformada de Laplace (CRUSE, 1968; CRUSE; 
RIZZO, 1968). Nos anos 70 houve um grande desenvolvimento do método, em que a partir 
de então, passa a ser conhecido como até hoje com o nome de Método dos Elementos de 
Contorno (MEC). A primeira conferência de cientistas da área foi organizada em junho de 
1975 por (CRUSE, 1974) com o nome de “Método de Equação Integral de Limites: 
Aplicação Computacional em Mecânica Aplicada”. Em 1976, Brebbia organizou uma 
conferência com o nome de "Boundary Element Methods" em Southampton, U.K., e em 
1978 publicou os trabalhos que foram apresentados (TELLES; BREBBIA, 1979). Estes 
dois episódios estabeleceram o nome da técnica numérica como o “Boundary Element 
Method-BEM”, ou Método dos Elementos de Contorno. Igualmente, neste período foi 
prolífico para o desenvolvimento do MEC nas áreas de acústica e radiação (BANAUGH; 
GOLDSMITH, 2014; CHEN; SCHWEIKERT, 1963; SHAW, 1975). Os trabalhos de 
(LACHAT; WATSON, 1976) são considerados por (M.H. ALIABADI, 2002) como as 
primeiras contribuições mais significativas às quais fizeram a técnica do MEC como uma 
técnica efetiva. Até esta data as equações integrais eram temas quase exclusivamente dos 
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matemáticos e dos físicos, depois com o avanço da mecânica computacional, a metodologia 
foi adotada por engenheiros e cientistas de diversas áreas, (BANERJEE; CATHIE, 1980; 
BANERJEE; RAVEENDRA, 1986; CHRISTENSEN; LO, 1979; CROTTY et al., 1980; 
CRUSE, 1969, 1968; CRUSE; VANBUREN, 1971; PARIS; GARRIDO, 1986).  
Uma das principais diferenças entre o MEC e o MEF se refere as funções peso 
usadas para encontrar a forma fraca das equações diferenciais parciais. O MEF usa funções 
arbitrárias e simples, enquanto o MEC usa soluções analíticas representando os efeitos de 
uma carga pontual em outro ponto de um domínio infinito (BECKER, 1992) . Estas 
soluções são conhecidas como soluções fundamentais. O uso dessas funções é a razão da 
precisão maior do MEC em relação ou MEF, particularmente em regiões onde as variáveis 
apresentam alto gradiente.  
Atualmente, diversos livros que tratam sobre o MEC, em diversas áreas de 
aplicação. Podem ser encontrados, como, por exemplo, os trabalhos de ((BANERJEE; 
CATHIE, 1980); (BERBBIA; WALKER, 1980); (BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984); 
(BECKER, 1992); (J.T. KATSIKADELIS, 2002), (BEER; SMITH; DUENSER, 2008); 
(BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987); (KANE, 1994); (M.H. ALIABADI, 2002); 
(L.WROBEL, 2002);  (DOMÍNGUEZ, 1993; KIRKUP, 2007; MUKHERJEE; 
MUKHERJEE, 2005), entre outros. 
2.3. Estudos numérico de materiais microestruturais 
Um dos mais antigos trabalhos que vale a pena ressaltar é o de (ACHENBACH; 
ZHU, 1989; ZHU; ACHENBACH, 1991) os quais estabeleceram um modelo de célula 
unitária contendo uma interface. A partir deste modelo foi estudado o efeito na distribuição 
de esforços na matriz e nas fibras causadas pela variação dos parâmetros de interfaces. 
(GHOSH; MOORTHY, 1995) desenvolveram um método de elementos finitos com células 
de Voronoi para examinar a pequena deformação de microestruturas bidimensionais 
heterogêneas arbitrárias elastoplásticas. Os resultados numéricos foram comparados com 
soluções analíticas. A influência da forma, tamanho, orientação e distribuição das inclusões 
nas respostas micro e macroscópica foram investigadas. (LEE; GHOSH, 1999) propuseram 
a análise em duas escalas usando o método de homogeneização assintótica e o método de 
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elementos finitos sobre células de Voronoi para análise de microestruturas de materiais 
porosos e compósitos. O tensor de elasticidade ortótropo foi obtido pela análise de 
problemas microestruturais com condições de contorno periódicas. Os parâmetros que 
caracterizam o comportamento plástico do material foram determinados a partir de análises 
microestruturais com homogeneização assintótica e os resultados da análise macroscópica 
foram comparados com uma análise de duas dimensões com homogeneização. 
(GALVANETTO; PELLEGRINO; SCHREFLER, 1997) derivaram uma relação 
constitutiva homogeneizada para compósitos periódicos elastoplásticos. A relação foi 
obtida pela análise de células unitárias submetidas a um grande número de condições de 
contorno diferentes. O método foi proposto para células unitárias bidimensionais 
submetidas a carga proporcional constante e pequenas estirpes do material. 
(KOUZNETSOVA; BREKELMANS; BAAIJENS, 2001) apresentaram a estratégia de 
micro macro para modelagem de materiais heterogêneos não-lineares em grandes 
deformações. As propriedades do método foram demonstradas para a placa de alumínio 
submetida à flexão pura. No mesmo trabalho também foi estudada a influência da 
distribuição espacial das heterogeneidades no comportamento macroscópico geral. 
As propriedades efetivas usando o MEC bidimensional sobre materiais 
macroestruturais utilizando geometrias sintéticas de diferentes tamanhos foram estudadas 
por (YAO et al., 2004); em suas análises, os autores avaliaram geometrias circulares e 
elípticas em diferentes direções e também com inclusões de diferentes propriedades 
mecânicas mostrando que o MEC pode ser mais adequado para análises das interfaces com 
respeito ao MEF. (PIERARD et al., 2007) analisaram a tensão uniaxial do composto 
contendo inclusões elipsoidais alinhadas e incorporadas em um material com 
comportamento elastoplástico. As propriedades efetivas foram obtidas pela análise de 
elementos finitos sobre um EVR. Os resultados foram utilizados para avaliar a precisão de 
um método de homogeneização. O comportamento não-linear foi modelado pelo uso do 
tensor de rigidez tangente e secante das fases. O tensor de rigidez efetiva foi calculado pelo 
método de Mori-Tanaka. (BRASSART; DOGHRI; DELANNAY, 2010) apresentaram 
modelagem micromecânica de compósitos feitos de uma matriz elastoplástica com 
inclusões esféricas elásticas e elipsoidais lineares sujeitas a cargas não monotônicas. O 
modelo de homogeneização de campo médio foi acoplado a uma solução de elementos 
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finitos do problema de inclusão equivalente. A abordagem proposta foi aplicada para o 
método Mori-Tanaka e modelos de inclusão diluídos. (HUANG; ZHENG; YAO, 2011) 
estudo um sólido macroestrutural com poros preenchido de fluido usando um modelo MEC 
bidimensional por sub-regiões. Foi mostrado que o método por sub-regiões eram mais 
eficiente e preciso para determinar a propriedades efetivas que uma simples análises de 
materiais heterogêneos analisados por superposição dos domínios.  
Este trabalho tem por objetivo o desenvolvimento de um algorítmo baseado no 
MEC para a análise do módulo de Young efetivo de materiais heterogêneos de 
comportamento elástico linear. Pelas características morfológicas, foi escolhido o Ferro 
Fundido Nodular (FFN),ou também conhecido como Nodular Cast Iron (NCI), na literatura 
científica, o qual reproduz as características desejadas de um material com estrutura 
heterogênea. O FFN consiste de uma matriz isotrópica e homogênea contendo uma 
quantidade distribuída de heterogeneidades carbonosas, as quais são chamadas de nódulos 
de grafita. Neste trabalho, os nódulos de grafita do FFN foram modelados numéricamente 
como geometria sintética e na sequência com a geometria real. A geometria sintética é uma 
aproximação da geometria do nódulo de grafita a partir de um circulo (2D) ou de uma 
esféra (3D). Esta característica foi uma das justificativas em se escolher o FFN como 
material de estudo. A modelagem da geometria real do nódulo de grafita somente foi 
possível devido ao uso de imagens obtidas da microestrutura do FFN. Para predizer a 
resposta elástica do material, é empregado um esquema de análise estática com a teoria de 
propriedades efetivas (ZOHDI; WRIGGERS, 2005). Esta teoria prediz as propriedades 
efetivas de uma amostra macroscópica baseado no volume representativo do campo de 
esforços extraído a partir do microheterogeneidades das amostras. Porém, os macrocampos 
são definidos como os volumes representativos dos correspondentes microcampos, e as 
propriedades efetivas são determinadas a partir das relações entre os microcampos 
representativos.  
Ao final deste trabalho, a metodologia numérica para homogeinização foi estendida 
para a análise de materiais viscoelásticos, baseados no modelo de Kelvin-Voigt. 
Para a avaliação dos modelos numéricos, recursos experimentais como 
microtomografia, análises morfológicas mediante a Microscopia Eletrônica de Varredura 
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(MEV), ensaios de tração e ensaios de microdureza foram empregados no sentido de obter 
as parâmetros reais e corroborar com os dados obtidos numericamente via MEC. 
2.4. Trabalhos Númericos Desenvolvidos com FFN 
Nos últimos anos, alguns trabalhos numéricos relacionados com materiais 
microestruturas, tais como o FFN, vem sendo desenvolvidos. A maioria destes trabalhos, 
foram realizados assumindo que os nódulos de grafita eram espaços vazios. Este tipo de 
concepção é aceitável porque os nódulos de grafita não contribuem de forma significativa 
para o reforço da matriz. Alguns trabalhos determinam o comportamento do FFN a partir 
da implementação numérica, onde o foco consiste principalmente em gerar modelos 
numéricos para predizer o comportamento à solicitação de carregamento ou a determinação 
das propriedades efetivas. (ZHANG; BAI; FRANÇOIS, 1999) investigaram o efeito do 
tamanho e da distância de espaçamento dos nódulos de grafita (espaços vazios) em um FFN 
a partir de simulações com MEF. Os autores descobriram que a distribuição e espaçamento 
tem uma grande influência no comportamento do material. (PUNDALE; ROGERS; 
NADKARNI, 1998) empregaram o MEF para calcular os módulos de elasticidade efetivos 
do FFN, assumindo os nódulos de grafita como espaços vazios. Seus resultados para 
propriedades efetivas concordaram com dados experimentais obtidos. (ZOHDI, 2005) 
realizou uma homogeneização microestrutural mais confiável usando elementos de volume 
(EV) sobre diferentes partes de um material para assim encontrar o Elemento de Volume 
Representativo (EVR) através de um processo estatístico. Nesta metodologia, são tomadas 
pequenas amostras de materiais com diferentes distribuições das heterogeneidades, para 
assim, mediante dados estatísticos obter a resposta global do material. Este autor sugeriu 
que esta metodologia estatística era mais precisa e confiável que simplesmente determinar a 
propriedades efetivas diretamente, devido as irregularidades das amostras. (BURONI; 
MARCZAK, 2008) formularam um procedimento empregando MEC 2D para modelar as 
propriedades elásticas efetivas do FFN. Neste trabalho, a análise  das tensões nas inclusões 
foi determinada mediante funções de forma de base trigonométrica com o objetivo de 
reduzir o custo computacional, no entanto, os nódulos de grafita foram simulados como 
espaços vazios. (RODRÍGUEZ et al., 2015) utilizaram o método de homogeneização 
assintótica e EVR em 2D e 3D para investigar o comportamento de um FFN e avaliar as 
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propriedades elásticas efetivas. A análise foi desenvolvida via MEF e os resultados obtidos 
permitiram concluir que os EVR em 3D apresentavam maior rigidez em comparação com 
os EVR em 2D, e que a causa dessa maior rigidez estava no fato de o modelo 3D considerar 
forças ‘hidrostáticas’ no interior da célula unitária.  
Mais recentemente, (FERNANDINO; CISILINO; BOERI, 2015) desenvolveram 
um método para calcular as propriedades elásticas efetivas de um FFN austemperado por 
análise multiescala bidimensional utilizando MEF. Os resultados foram comparados com os 
dados obtidos pelo teste experimentais. Os trabalhos experimentais consistiram em testes de 
tração, análises de morfologia mediante MEV e testes de nanoindentação para identificar 
tanto a rigidez da matriz ferrítica e da inclusão grafítica. A partir dos dados experimentais 
obtidos, foi possível estabelecer a nodularidade do FFN estudado para a homogeneização 





 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (MEC) 3.
3.1. Introdução 
Neste capítulo é apresentada uma breve introdução sobre a teoria da elasticidade 
linear dando suporte  a introdução do MEC e suas particularidades para implementação 
numérica em 2D e 3D. Alguns exemplos numéricos em 2D e 3D são modelados para 
validar a implementação numérica e seus resultados são comparados com a solução 
analítica ou com resultados obtidos via MEF. 
3.2. Teoria de elasticidade 
3.2.1. Teorema de Cauchy 
A teoria da elasticidade envolve variáveis tensoriais de diferentes ordens (escalares, 
vetoriais, matriciais, etc.) que dependem das coordenadas espaciais utilizadas para formular 
o problema em estudo. Suponha-se um cubo com comportamento elástico linear submetido 
ao carregamento hidrostático, mas em condições de equilíbrio (Figura 3.1). O tensor de 



















Definem-se os vetores de tensão, que fisicamente, representam o resultado da 
interação entre dois planos justapostos como o limite de tensão quando a área tende ao 












Onde ΔF representa a distribuição de forças em um plano de área ΔA. Este vetor 
tensão depende além da coordenada espacial do ponto, do vetor que caracteriza o plano de 
interesse. Portanto, em um mesmo ponto existem infinitas possibilidades de vetor tensão, o 
que é conveniente para a definição do modelo matemático. O tensor de tensões é 
representado empregando a notação indicial de Einstein, σij, a qual expressa as 
componentes do vetor de tensões segundo três planos perpendiculares entre si (𝑖, 𝑗, 𝑘), 
chamasse estes planos como cartesianos (OXYZ). Então para a descrição de um estado 
temos as seguintes variáveis: 
Esforços diretos: 𝜎11, 𝜎22, 𝜎33 
Tensões indiretas: 𝜎12, 𝜎23, 𝜎31, 𝜎21, 𝜎32, 𝜎13 
Uma vez conhecido o tensor de tensões é possível obter o vetor de tensões em 
qualquer plano de interesse por meio da relação de Cauchy. A qual é dada pela Eq. (3-2): 
i ji jt n  (3-2) 













E possível verificar que o elemento fica caracterizado por 9 componentes as quais 
estão relacionadas entre si pelas equações de equilíbrio. Estas relações podem ser dois 
tipos: 1) Equações de momentum ou 2) equações de esforços normais.  
Atribui-se as falhas nos materiais a ocorrência de valores elevados de tensão em 
determinados pontos do sólido. Isto leva ao interesse em se obter valores máximos e 
mínimos de tensão que podem ocorrer em um ponto. Essas são as chamadas tensões 
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principais, e as direções em que ocorrem são as direções principais. Na Eq. (3-4) pela 
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 (3-4) 
Onde cada um dos bi representa os componentes de força no corpo. Os sólidos de 
interesse devem estar sob equilíbrio estático ou quase estático, o que implica considerar 
insignificantes as forças de inércia. A Eq. (3-4) pode ser também representada mediante a 
notação de Einstein para efeitos de praticidade mediante a  Eq. (3-5) : 
, 0ij j ib    (3-5) 
Onde a “vírgula” denota a derivada com respeito à segunda variável. 
3.2.2. Deformação 
As forças internas que se aplicam sobre um corpo geram deslocamentos lineares e 








i j i j j iu u    (3-7) 
Onde 𝜀𝑖𝑗 é um tensor simétrico de segundo ordem denominado tensor de 
deformações infinitesimais, e 𝜔𝑖𝑗 é o tensor de rotação infinitesimal. Logo, o campo de 
deslocamentos é expresso como a soma das deformações lineares e deformações 
rotacionais Eq.(3-8). 
 ij ij iju     (3-8) 
No que se refere a problemas simplesmente conexos, o campo de deformações deve 
atender as condições de compatibilidade para garantir a continuidade do campo de 
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deslocamentos. Tais condições são expressas pelas relações de compatibilidade de Saint-
Venant, e expressadas mediante a notação de Einstein como apresenta na Eq.(3-9): 
, , , , 0ij kl kl ij ik jl jl ik        (3-9) 
Quando uma estrutura é solicitada por forças externas ocorre uma indução de força 
internas no corpo que segue uma distribuição contínua. Deste modo, é conveniente ter uma 
maneira de descrever a forma com que as forças internas estão distribuídas a fim de 
conhecer a forma de transmissão de esforços ao longo da estrutura. A relação entre as 
tensões e as deformações no sistema estático apresentado na Figura 3.1 está dada pelas Eqs 
(3-10). 
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Onde E é o módulo de Young, G o módulo de cisalhamento e 𝜈 é uma constante que 
depende das características do material. 
3.2.3. Lei constitutiva 
A lei de comportamento linear ou equação constitutiva linear de um material 
elástico é escrita em notação indicial segundo a Eq.(3-11) o qual indica uma relação linear 
entre os tensores de deformação e de tensões:  
ij ijkm kmC   (3-11) 
Onde 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑚 são as componentes do tensor constitutivo. Na notação de Voigt, a Eq. 
(3-11) pode-se escrever como uma transformação linear em 6 dimensões:  
44 
 
11 12 13 14 15 1611 11
21 22 23 24 25 2622 22
33 3331 32 33 34 35 36
23 2341 42 43 44 45 46
13 1351 52 53 54 55 56




c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c







   
   
   
     
    
   
   
   











O tensor de elasticidade satisfaça três simetrias Eq. (3-13). 
, ,ijkm jikm ijkm ijmk ijkm kmijC C C C C C    (3-13) 
Dadas pela simetria do tensor de tensões 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖, da simetria do tensor de 
deformações 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗 e do requerimento termodinâmico de que o trabalho efetuado por um 
material elástico em um ciclo de carga fechado e nulo, respectivamente. Além de isotropia 
também permite reescrever a lei constitutiva segundo a Eq. (3-14) 
2ij ij kk ij      (3-14) 
Onde o parâmetro λ é a constante de Lamé e μ é o módulo de elasticidade 
transversal. A expressão acima é conhecida como Lei de Hooke generalizada para sólidos 
elásticos lineares isotrópicos. As Eqs.(3-8), (3-11) e (3-14) formam o conjunto fundamental 
de equações diferenciais do campo da Teoria da Elasticidade Linear. Esse conjunto possui 
número de incógnitas compatível com o número de equações. Deste modo, para resolvê-las 
é necessário especificar as condições de contorno, que são particulares de cada problema. 
Fisicamente, as condições de contorno representam a forma com que o sólido é suportado 
ou a forma com que ele é solicitado. Geralmente se prescreve deslocamentos ou forças de 
superfície em partes complementares do contorno do sólido gerando as condições de 
contorno mistas. O conjunto formado pelas equações de equilíbrio, compatibilidade, 
constitutivas e as condições de contorno apropriadas é conhecido como problema de 
valores de contorno (PVC). 
Tendo em conta a Eq.(3-14) o comportamento anisotrópico elástico linear fica 
caracterizado por 21 constantes elásticas independentes. Estas constantes são dependentes 
da estrutura interna do material. A inversa das relações de tensão-deformação (Eq.(3-11)) 
são as relações deformação-tensão de acordo a Eq. (3-15): 
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ij ijkm kmS   (3-15) 
Onde 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑚 é denominado tensor de complacência de quarta ordem o qual está 
relacionado com o tensor de elasticidade dado pela Eq. (3-16): 
 1 2ijkm kmrs ir js is jrS C       (3-16) 
Onde 𝛿𝑖𝑗 é o operador delta de Kronecker. 
Admite-se que o sólido bidimensional de interesse seja representado por um 
subconjunto  Ω ⊂ ℝ2, o qual tem o contorno 𝜕Ω = 𝛤 (Figura 3.2). 
 
Figura 3.2 Esquema de MEC para problema elástico linear. 
Agora, busca-se resolver as equações fundamentais de equilíbrio da Elasticidade 
Linear respeitando as seguintes condições de contorno, Eq.(3-17). 
 
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Onde ?̅?𝑖 são os deformações conhecidos, 𝑡?̅? as forças de superfícies impostas e 𝑛𝑗  o 
vetor normal à superfície orientada apontando para fora. Como pode observar o contorno é 
composto por duas partes complementares 𝛤 = 𝛤𝑢 ∪ 𝛤𝑡, de fato, esta divisão é apenas 
simbólica servindo para diferenciar as condições a serem inicialmente impostas, a vez que 
de fato, para cada ponto 𝑥 ∈ 𝛤 coexistem tanto forças, quanto deslocamentos. 
3.3. Formulação do MEC  
Neste item é apresentada uma revisão da formulação do MEC para elasticidade 
linear bidimensional. Na sequência será apresentado o procedimento matemático das 






3.3.1. Teorema da Reciprocidade de Betti 
A fim de obter a formulação clássica de MEC duas premissas devem ser seguidas. A 
primeira delas é dispor da formulação integral do problema, de preferência que envolva 
integrais de linha e de superfície, que no caso dos problemas de elasticidade linear 
compreendam a reunião das equações constitutivas, compatibilidade e de equilíbrio em 
apenas uma equação. A segunda é o conhecimento prévio da solução fundamental, que 
nada mais é que uma solução particular do operador diferencial que rege o problema. 
A formulação integral dos problemas de elasticidade pode ser obtida de várias 
maneiras como, por exemplo: teoremas variacionais, princípio dos trabalhos virtuais, por 
meio do método dos resíduos ponderados (MRP), conforme descrito por (BREBBIA; 
DOMINGUEZ, 1987) ou, a que será seguida, utilizando um teorema clássico da Mecânica, 
a saber, o teorema dos trabalhos Recíprocos de Betti.  
Desenvolveremos o procedimento matemático para chegar à equação integral. Para 
maiores informação indica-se a literatura apresentada em (M.H. ALIABADI, 2002). A 
partir da equação de equilíbrio (Eq.(3-5)) é possível escrever a relação apresentada pela Eq. 
(3-18): 
  *, 0ij j i ib u d

    (3-18) 
Onde Ω refere-se ao domínio com contorno  𝛤  do problema e 𝑢𝑖
∗  é uma função 
ponderadora de deslocamento que sera determinada mais afrente. As trações 𝜎𝑖𝑗,𝑗, as forças 
do corpo 𝑏𝑖 e os deslocamentos 𝑢𝑖
∗ são função de 𝑋 ∈ Ω (𝑋 ≡ 𝑥, 𝑦) para um corpo 
bidimensional.  
As integrais que estão envolvendo os termos 𝜎𝑖𝑗,𝑗𝑢𝑖
∗  na Eq(3-18) podem ser escritas 
conforme a Eq.(3-19) segundo a regra do produto: 
 * * *, ,ij j i ij i ij ijju d u d d   
  
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Logo, pelo teorema da divergência têm-se: 
 * * *
,ij i ij j i i ij
u d n u d t u d 
  
        (3-21) 
Onde 𝑛𝑗  é o vetor normal do contorno 𝛤. Logo 
* * *
,ij j i i i ij iju d t u d d  
  
       (3-22) 
Usando as Eq.(3-21) e a Eq.(3-17) tem-se: 
* * *
i i i i ij ijt u d bu d d 
  
       (3-23) 
Agora substituindo a Eq. (3-14) na equação Eq.(3-23) resulta: 
* * *2ij ij ij ij kk ii iid d      
 
        (3-24) 
Como 𝛿𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗
∗ = 𝜀𝑚𝑚
∗  y 𝜀𝑘𝑘 = 𝛿𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗, então a seguinte relação se cumpre: 
* * * *2ij ij ij mm ij ij ij ijd d d       
  
           (3-25) 
Logo, das Eq.(3-24) e Eq.(3-25) se cumpre a seguinte relação à qual é conhecida 
como o Teorema da Recíprocidade de Betti Eq. (3-26): 
* * * *
i i i i i i i it u d bu d t u d b u d
   
         (3-26) 
3.3.2. Identidade de Somigliana 
As equações integrais para os problemas de elasticidade agora podem ser obtidas a 
partir do teorema da Reciprocidade de Betti, Eq.(3-26), ao tomar as forças do corpo 𝑏𝑖
∗ para 
corresponder a uma força pontual numa placa infinita, representado pela função de Delta de 
Dirac ∆(𝑋 − 𝑋′): 
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 * 'i ib X X e    (3-27) 
Onde os componentes do vetor unitário 𝑒𝑖 correspondem às forças unitárias 
positivas na direção aplicada em 𝑋′ e 𝑋, 𝑋′ ∈ 𝛺. Para problemas bidimensionais, 𝑒𝑖 são 
uma força por unidade de espessura e para problemas tridimensionais a força é puramente 
concentrada. 
A função Delta de Dirac tem a seguinte propriedade: 
     ' 'g X X X d g X

     (3-28) 
Agora, usando esta propriedade e o Teorema de Betti obtém-se: 
   * ' 'i i i i i ib u d X X e u d u X e
 
        (3-29) 
Os deslocamentos e as trações correspondentes à solução de uma força pontual 
podem ser escritos como:  
 * ' ,i ij ju U X X e  (3-30) 
 * ' ,i ij jt T X X e  (3-31) 
A partir da Eq.(3-29) e da Eq.(3-26) obtém-se a Eq.(3-32) para problemas 
bidimensionais: 
           , , ,j i ij i ikj k i iju y t x U x y u x T x y d bU x y d
 
      
 
(3-32) 
A Eq.(3-32) é conhecida como Identidade de Somigliana para deslocamentos e 
representa uma formulação integral equivalente do PVC de Elasticidade Linear. Na 
ausência de forças de volume, a identidade de Somigliana é escrita em função apenas dos 
termos de contorno, sem a necessidade do conhecimento de informações do que é imposto 
na superfície do sólido, evidenciando a caraterística do MEC com relação à diminuição de 
uma dimensão espacial para realização das análises. Esta expressão é utilizada para resolver 
a técnica computacional do MEC. 
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3.3.3. Solução fundamental  
3.3.3.a. Solução fundamental 2D 
Define-se a solução fundamental para os deslocamentos e as forças de superfície 
como. 
     , ,
1 1
, 1 3 4 log
8








    , , . ,
1
, 1 2 2 1 2
4 1
ij ij i j i j j i
r





           
 (3-34) 
O ponto x é conhecido como ponto campo e o ponto de aplicação da força 
concentrada (ponto y) é conhecido como ponto de colocação, ou ponto fonte. Neste, quando 
o ponto fonte (y) se aproxima ao ponto campo (x) as equações das soluções fundamentais se 
tornam singulares. Deste modo, um estudo limite deve ser conduzido para avaliar a 
natureza da singularidade e assim tratá-las caso a caso analiticamente.  
3.3.3.b. Solução fundamental 3D 
A solução fundamental de Kelvin é derivada a partir das equações de equilíbrio de 
Navier-Cauchy, para um sólido elástico tridimensional infinitamente estendido. Na Eq. 
(3-35) é apresentado a solução junto com os componentes cartesianos do campo de 
deslocamentos 𝑢𝑗(𝑋), devido a um único ponto fonte no sistema 𝑒𝑖(𝑌) na forma: 
     ,j ij iu Y U X Y e Y  (3-35) 
Onde 
 , , ,
A
U X Y B r rij i jij r






















Onde os pontos chamados X e Y são respectivamente: o ponto campo e o ponto 
fonte. É importante observar que e Eq.(3-36) é singular, isto é, tende ao infinito na medida 
que o ponte fonte se aproxima ao ponto campo (quando 𝑟 → 0). A solução fundamental 
para as forças de superfícies e apresentada na Eq. (3-38). 
   , , , , ,2
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3ij i j j i i j ij m m
GA




       (3-38) 
Onde  𝐶 = 1 − 2𝜈. 
3.3.4. Equação integral de contorno 
A identidade de Somigliana pode ser reescrita de uma maneira mais geral. Tomando 
a Eq.(3-32) e tendo em conta que não se tem forças de domínio, a identidade de Somigliana 
pode ser expressa segundo a Eq. (3-39). 
       , ,j i ij i ikj ku y t x U x y d u T x y d
 
     (3-39) 
Para a obtenção da equação integral de contorno é necessário particionar o contorno de 
integração 𝛤 de modo que seja possível extrair a singularidade na medida o ponto fonte se 
aproximar ao ponto campo durante o processo de integração, Figura 3.3 é a presentada a 
forma como o contorno é particionado. 
                         









Então a Eq. (3-32) pode ser apresentada como segue: 
       
1 2 1 2
, ,j i ij i ikj ku y t x U x y d u T x y d
   
     (3-40) 
Onde 𝛤1 e 𝛤2 são contornos extraídos e inseridos, respectivamente. Agora, se 
considera o limite quando o ponto campo se aproximar ao ponto fonte, isto é ɛ → 0 e 
efetuando as respetivas derivações se obtém a Eq. (3-41). 
             ,,ij j ij jij jc y u y U x y t x dT x y u x d x

     (3-41) 
Onde  𝑐𝑖𝑗 é a constante, a qual depende da posição dos pontos de colocação, o 
“circulo” na primeira integral indica que a mesma deve ser avaliada no sentido do Valor 
Principal de Cauchy, 𝜇𝑗 e 𝑡𝑗 são componentes do deslocamento e as tensões, 
respectivamente; 𝑈𝑖𝑗, 𝑇𝑖𝑗 são as soluções fundamentais dos problema elastostatico, 𝑦 é o 
ponto de colocação, 𝑥 é o ponto no contorno e Ω é o domínio. O termo 𝑐𝑖𝑗 surge devido á 

















3.3.5. Tensões internas 
O campo de tensões em pontos internos ao domínio pode ser obtido a partir da Eq. 
(3-15) utilizando as expressões fundamentais da elasticidade linear, resultando em: 
ij kij k kij k kij kD p d S u d D b d
  
       (3-43) 
Em que as matrices S e D são expressos por: 
 
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          
         
 (3-45) 
A Eq.(3-41) fornece o campo de deslocamentos procurado de forma analítica. 
Entretanto, para obtê-lo é preciso impor as condições de contorno de forma contínua ao 
longo de todo o contorno, o que pode não ser possível em problemas gerais. Além disso, 
não se conhece a priori todos os deslocamentos e todas as forças de superfície. Portanto, o 
MEC propõe uma maneira aproximada de impor estas condições de contorno atendendo à 
equação integral de forma aproximada. Isto permite que a Eq.(3-41) seja utilizada para 
encontrar os deslocamentos e forças incógnitas em um conjunto infinito de pontos e assim 
obter a solução do problema. Ressalta-se que uma vez que o termo de domínio é conhecido, 
sua correspondente integral é geralmente suprimida. 
3.3.6. Formulação Algébrica 
3.3.6.a. Formulação Algébrica 2D 
A fim de possibilitar o desenvolvimento do modelo computacional é preciso que se 
disponha de uma formulação algébrica. Portanto, o contorno pode ser considerado, de 
forma aproximada, como um conjunto de elementos de tamanho finito. Existe a 
possibilidade de utilizar elementos contínuos ou descontínuos. Na Figura 3.4 é apresentado 
um esquema de “discretização” de uma mostra elíptica bidimensional com elementos 
lineares. 
 
Figura 3.4 “Discretização” de um problema de MEC. 
Neste trabalho são utilizados os elementos quadráticos descontínuos, isto é que as funções 
interpoladoras dos nós em cada elemento são funções de forma de segundo grau e seus nós 
extremos estão distanciado entre cada elemento. Na Figura 3.5 é apresentado o efeito da 
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interpolação levada a cabo mediante as funções de forma. Neste caso, o sistema real é 
substituído, mediante as funções interpoladora, por um sistema de referência intrínseco 
onde as variáveis de interpolação 𝜉 varia de –2/3 até 2/3. 
 
Figura 3.5 Representação dos elementos de forma quadrático descontínuo 
 
As funções interpoladoras da segunda ordem para o mapeamento intrínseco estão 





























De forma geral, elementos descontínuos são mais indicados em locais que exista 
descontinuidade do vetor normal, ou de forças de superfície, como em cantos, por exemplo.  
Pode-se agora escrever a geometria e as variáveis nodais em função de ξ, Eq.(3-47). 
     1 1 2 2 3 3x N x N x N x      (3-47) 
O uso de polinômios de Lagrange para a parametrização é frequente, embora o 
aumento da ordem do polinômio possa levar a oscilações de resultados nas extremidades 







𝜉 = 2/3 
𝜉 = 0 
𝜉 = −2/3 
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chamados nós, normalmente com distribuição uniforme, em relação a qual a 
parametrização é conduzida: 
    ki k ix x    (3-48) 
Em que 𝑥1
𝑘 representa o conjunto de coordenadas nodais e 𝜙𝑘  é o conjunto de 

















A presente tese faz uso de elementos de contorno isoparamétrico, isto significa que 
o mesmo conjunto de funções de forma utilizado para aproximar a geometria, é utilizado 
para aproximar as variáveis de contorno: 
    ki k iu u    (3-50) 
    ki k it t    (3-51) 
Sento 𝑢𝑖
𝑘 o conjunto de deslocamentos nodais, e 𝑡𝑖
𝑘 o conjunto de forças de 
superfícies nodais. Essas adoções permitem reescrever a Eq.(3-41), suprimindo o termo de 
forças de volume, da seguinte maneira. 
          
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Em que 𝑙 é o número de nós que varia de 1 até m para elementos lineares, 
quadráticos, etc. Enquanto 𝑥(𝜉)  é ponto fonte, 𝑢𝑗
𝑒𝑙 e 𝑡𝑗
𝑒𝑙 são as deformações e forças de 
superfícies do nó local 𝑙 sobre o elemento 𝑒𝑙, respetivamente. Note que existe uma 
transformação entre o espaço euclidiano e o espaço adimensional padrão que permite o uso 
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Para calcular os integrais da Eq.(3-52) é necessário avaliá-las segundo o valor 
Principal de Cauchy. Fazendo corresponder a um dos nós do elemento, a Eq.(3-52) pode ser 
expressa da seguinte maneira: 
   
1 1 1 1
e eN Nm m
el el el el
ij j j j
e l e l
c y u y h u g t
   
    (3-54) 
Em que ℎ𝑒𝑙 e 𝑔𝑒𝑙 representam as integrais já avaliadas.  
A forma algorítmica é apresentada no Algoritmo 1.  
Algoritmo 1  Algoritmo da integração de Gauss da equação integral de Contorno 
For i=1 até  N_Sub-regiões 
    NOS_FISloc, ELEM_FISloc, NOS_GEOloc, ELEM_GEOloc, CDCloc 
     For j=1 ate NE (Numero de elementos da sub-Região i) 
         Determine as coordenadas dos nós de cada elemento 
         (x1, y1, x2, y2, x3, y3) 
         For no=1 até Nf(Numero de nós físicos)   
           Determine Jac  ( Jacobiano ) 
           Compute eet (Variável de Telles) 
              For ii= 1 até NPG(Número de pontos de Gauss) 
                  Use Algoritmo da Transformada de Telles 
                  Assign  Material  (E, ν, G, h) 
                  Compute ɸ  (Funções de forma) 
                  Compute U, P; 
                  Assign U = [U44  U45 
                              U54  U55] 
                  Assign P = [P44  P45 
                              P54  P55] 
                  Assign  Ge = U*ɸ 
                  Assign  He = P*ɸ 
                  Assign HS44 = P44; HS55 = P55; HS45 = P45; HS54 = 
P54; 
                  Assign FCij = [HS44  HS45 
                                 HS54  HS55] 
                  Sum He = FHe*Jt*Wg(ii)*Jac 
                  Sum Cije = FCij*Jt*Wg(ii)*Jac 
                  Sum Ge = FGe*Jt*Wg(ii)*Jac 
             End 
             Assign H(j, no)=h_el(no) 
             Assign G(j, no)=g_el(no) 
        End 
        Assign H=H-Cij 
        Aplica condições de contorno 
End 




3.3.6.b. Formulação Algébrica 3D 
A equação integral de contorno é expressa em forma algébrica segundo a Eq.(3-55):  
            














c y u y U x y t x dS x








Onde 𝑆𝑛 é a porção do elemento e 𝑆 = ∑ 𝑆𝑛
𝑁
𝑛=1  . 
Os tipos de elementos deste modelo são Quadrilaterais de 4 nós (Figura 3.6) e 
quadrilaterais de 8 nós (Figura 3.7). 
                                      
Figura 3.6 Elemento quadrilaterais Lineares de 4 nós. 
                                    




















Na Tabela 3.1 é resumida na linguagem matricial entre os nós de cada elemento, e 
suas respetivas coordenadas geométricas no sistema de referência intrínseco: 
Tabela 3.1 Elementos e nós para o modelamento em 3D. 
Elementos de 4 nós 
Nó n: número do nó,  
xi: Coordenadas dos nós 
[n, x1, x2, x3] 
Elemento N: número do elemento 
Ni: n-ésimo nó 
[N, n1, n2, n3, n4] 
Elementos de 8 nós 
Nó n: número do nó,  
xi: Coordenadas dos nós 
[n, x1, x2, x3] 
Elemento N: número do elemento 
Ni: n-ésimo nó 
[N, n1, n5, n2, n6, n3, n7, n4, n8] ou 
[N, n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7, n8]
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O primeiro passo é subdividir o contorno 𝑆 da região de interesse dentro de 
suficiente número de elementos (𝑆𝑛). Os elementos devem ser agrupados em pedaços 
contínuos à aproximação do contorno. Um maior número de elementos usados para esse 
propósito dá uma melhor aproximação, mas para manter uma eficiência computacional é 
necessário especificar a menor quantidade de elementos possíveis. Cada elemento do 
sistema coordenado global 𝑥𝑖 é interpolado entre as coordenadas 𝑥𝑖
𝑛 dos nós desses 








x N x 

  (3-56) 
Onde 𝑀 é o número de nó. Os parâmetros ξ, η são as coordenadas intrínsecas, 
definidas  pelo sistema de eixos curvilíneos, o qual está sempre tangencial ao elemento. 





Figura 3.8 Sistema coordenado local (intrínseco). 
No sistema de coordenadas intrínseco, estes elementos são placas quadradas (Figura 
3.9), e temos três nós por lado. 
 
Figura 3.9 Serependity de 8 nós por elemento. 
 Os elementos são quadrados no sistema de coordenadas intrínseco, mas o 
mapeamento quadrático a partir dos elementos reais pode ter a geometria real da amostra. 
Isto é, o elemento pode ser um quadrilátero, curvilíneo, etc. (como por exemplo, na Figura 
3.9 ). As 4 esquinas estão associadas com as funções de forma segundo as Eq.(3-57). 
     
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Estas equações padronizadas, e suas relações entre as coordenadas intrínsecas dos 
nós 1-4, são evidentes.  
As funções de forma para os nós nas metades são: 
    
    
    
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A natureza quadrática destas funções de forma, é evidente partir dos termos de  𝜉2 e 
o 𝜂2. Mas não constituem um conjunto polinomial devido a que estes não são 𝜉2𝜂2. 
3.3.6.c. Interpolação dos campos 
As variações dos deslocamentos e das forças sobre cada elemento pode ser descrita 
em termos dos elementos nos valores nodais, da mesma maneira em que a geometria é 
interpolada entre os valores nodais, apesar de não ser necessário, é conveniente fazer o uso 
precisamente das mesmas funções de interpolação para estas quantidades, em quanto seja 
feita a geometria. Até aqui, as funções isoparamétricas, as trações e os deslocamentos 
coordenados (𝜉, 𝜂), são interpolados entre os valores nodais, identificados por superindexes 
α, usando as equações.  
   















   








Onde 𝑛 denota o n-esimo nó no M-enésimo elemento. Estes elementos de familiar 
metodologia serão denotados como os deslocamentos trações necessários, que não são 
interpolados pelas funções de diferente ordem e são indexadas, mas pode conferir uma 
altura, isto poderia não ser necessário, devido a complicações ulteriores. 
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3.3.6.d. Elementos Isoparamétricos 
A formulação dos elementos de contorno isoparamétricos para elementos lineares e 
pode  ser escrita como: 
             
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Onde Ne é o número total de nós em i-esimo elemento.  
Tanto a malha do EV como dos nódulos de grafita nodular são discretizadas com 
elementos isoparamétricos quadrilaterais de 4 nós, tal como é apresentado na Figura 3.10. 
a) e  b). 
  
Figura 3.10 Malha modelo tridimensional.  
a) Malha do EVR, b) Malha nodular sitética. 
A soma dupla na Eq.(3-60) deve ser avaliada, considerando que alguns nós sejam 
compartilhados entre elementos, e os valores de forças e deformações estejam bem 
definidos. Aqui é adaptada uma estratégia de arranjo que pode permitir, por diferentes 
valores de forças prescritos, coletar os valores de deslocamento de elementos por elemento. 
Segue continuação a estratégia vendo da Eq. (3-60), reescrita  como: 




j j ji i ji i
i i
c y u y H u G q j N
 
     (3-61) 
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Onde N é o número total de nós que constituem o contorno discreto, Hji feita a partir 
da primeira integral na double suma na Eq. (6-19) e Gji representa a segunda integral 
double na Eq. (6-19). Isto pode ser escrito em forma matricial como segue: 
       'c u G t H u      (3-62) 
Onde os vetores {𝑢} e {𝑡} c constituem o conjunto completo de vetores de 
deslocamento e tração, respetivamente e [𝑐], [𝐺] e [𝐻′] são as matrizes de coeficientes dos 
termos da integração. Este sistema pode se escrever segundo a Eq. (3-63): 
1 1
eNN
ji i ij i
i i
H u G q
 
   (3-63) 
Onde [𝐻] = [𝐻′] + [𝑐]. A técnica de colocação, agora pode ser aplicada para todos 
os pontos nodais e elementos do contorno discreto e, portanto, o sistema de N equações 
pode ser escrito na seguinte notação matricial: 
Hu Gt  (3-64) 
Onde H e uma matriz N × N, G é uma matriz retangular N × Ne, u um vetor de 
deslocamento N × 1 e q um vetor de tração Ne × 1. Ao substituir as condições de contorno 
no interior do sistema resulta em um novo sistema algébrico que pode ser escrito na forma 
matricial como: 
Ax b  (3-65) 
Onde 𝑥 é o vetor que contém deslocamentos de contorno desconhecidos, A é a 
matriz de coeficientes a qual é não simétrica e cheia  e 𝑏 é obtido ao multiplicar as 
Condições de contornos prescritas pela correspondente coluna das matrizes G e H. O 
sistema da Eq.(3-65) pode ser resolvido diretamente avaliando a inversa de A. 
3.3.7. Singularidade  
3.3.7.a. Forte 2D 
Os termos da matriz H são da forma 1/r que é chamada de singularidade forte 
(Integral no sentido do valor principal de Cauchy). Esta singularidade pode ser extraída de 
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maneira direita mediante a movimentação do corpo rígido. Isto é assumindo que as forças 
de superfície em qualquer ponto do contorno sejam zero, assim, tem-se: 
0qHv   (3-66) 
 Onde 𝑣𝑞 é um vetor que para todos os nós tem deslocamentos unitários ao longo da 





H H j i

    (3-67) 
Sendo j ímpar. 
Os termos da diagonal da matriz H são iguais à soma de todos os outros termos fora 
da diagonal correspondentes ao grau de liberdade em consideração. 
3.3.7.b. Forte 3D 
A Eq.(3-60) possui uma singularidade forte. Esta equação é implementada aqui para 
um caso finito. Contudo, a extração da singularidade é feita mediante um movimento de 
corpo rígido do deslocamento 𝑢𝑗
𝑛 na n-seima direção cartesiana, as superfícies de trações 









  (3-68) 
Substituindo esta equação na Eq. (3-64) é obtida a seguinte matriz: 
    0
n
H I   (3-69) 
Onde {𝐼}𝑛 é o conjunto de n vetores colunas, na qual (para todos os nós), os 
deslocamentos unitários são prescritos na n-enésima direção e os deslocamentos nulos nas 
outras direções. Da Eq.(3-69) os coeficientes da sub-matriz singular para o k-ésimo nó (o 
qual aparece na diagonal da matriz H) pode ser determinado a partir da soma dos elementos 
fora da diagonal.  
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    (3-70) 
Onde N é o número de nós, e os sub-índices i e j variam de 1 até 3 (três direções), é 
os sub-índices k e m referem-se aos nós. 
3.3.7.c. Fraca 2D 
A matriz G contém termos da forma 𝑙𝑜𝑔(𝑟), e é chamada de singularidade fraca. 
Esta pode ser avaliada pela quadratura de Gauss com uma transformação de variáveis 
proposta por (TELLES; BREBBIA, 1979) o qual implementa um procedimento para a troca 
de variáveis para fazer a integração dos pontos onde a distância entre os nós é muito 
próxima. A transformação de variáveis faz com que o Jacobiano resultante da 
transformação cancele a singularidade ou debilita o efeito da singularidade suficientemente 
de maneira que uma baixa ordem de quadratura poderia ser usada para efetuar a integração. 
A simples transformação é dada por  
  21 1
2
      (3-71) 









    (3-72) 
Com a finalidade de ilustrar o efeito de tal transformação, considere, 














   
 
   (3-73) 
Onde a integral no lado direito da equação anterior é agora regular. A transformação 
baseada num polinômio de terceiro grau foi também desenvolvida por Telles para tratar 
com singularidades com um intervalo de integração de [-1, 1]. Considere o polinômio de 
terceiro grau. 
  3 2a b c d         (3-74) 


































Onde η′ são o ponto no qual a integral é singular. 
As constantes na Eq.(3-74) são avaliadas. 






a b c d b
 
  
     
  
 (3-76) 
Onde ξ̅ é w o valor de ξ a qual satisfaça  η(ξ̅) = η̅ e é dada pela Eq. (3-77). 
   2 2 23 31 1 1 1                     (3-77) 
Usando a transformação acima (Eq. (3-77)) temos que: 
 
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f d f d
     
  
  
          
  
 
   (3-78) 
A característica da Eq.(3-78) que concentra automaticamente os pontos de 
integração perto da singularidade. 
O algoritmo numérico é apresentado a continuação. 
Algoritmo 2 Substituição de Variáveis de Telles. 
Input gamm,eet; 
  
Assign  eest = eet^2 - 1; 
Assign  term1 = eet*eest + abs(eest); 
Compute term1 
 
Assign  term2 = eet*eest - abs(eest); 
Compute term2 
 
Sum GAMM = term1 + term2 + eet; 
  
Assign Q = 1 + 3*GAMM^2; 
Assign A = 1/Q; 
Assign B = -3*GAMM/Q; 
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Assign C = 3*GAMM^2/Q; 
Assign D = -B; 
  
Sum eta = A*gamm^3 + B*gamm^2 + C*gamm + D; 
Sum Jt = 3*A*gamm^2 + 2*B*gamm + C; 
3.3.7.d. Fraca 3D 
Para extrair a singularidade da equação integral de contorno é empregada a técnica de 
subdivisão de elemento, desenvolvida por (LACHAT; WATSON, 1976). Esta técnica 
consiste em particionar o elemento quadrático segundo a localização do ponto fonte. Se o 
ponto fonte está numa esquina do elemento então o elemento quadrático é particionado em 
dois triângulos (Figura 3.11a), e se o ponto fonte se colocar em um lado do elemento 
quadráticos então dito elemento é particionado em três sub-elementos (Figura 3.11b). 
 
a)                                                       b) 
Figura 3.11 Subdivisão do elemento para extração da singularidade 
A técnica consiste basicamente no mapeamento de subelementos triangulares ao 
interior do espaço quadrilateral intrínseco. Como pode ser observado na Figura 3.12 os nós 
1, 8 e 4  do elemento intrínseco são coincidentes com o ponto fonte Y. Como resultado 
deste procedimento de partição o jacobiano da transformação é de ordem r, onde r é a 
distância a partir do vértice Y. ver (GAO; DAVIES, 2002). 
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Como consequência, isto elimina a singularidade fraca e a integral pode ser 
avaliadas pela quadratura de Gauss normal. Devido a que a transformação a partir de um 
sistema coordenado intrínseco a um sub-elemento intrínseco coordenado é linear, é possível 
um procedimento alternativo. Neste caso, um conjunto de coordenadas intrínsecas  𝜉′ e 𝜂′ 
com a origem no centro do elemento é definido para cada sub-elemento (Figura 3.13).  
 
Figura 3.13 Subelementos intrínseco do sistema coordenado. 
As funções de forma linear (Figura 3.14) agora são usadas para determinar as 
coordenadas intrínsecas para um ponto no novo sistema coordenado intrínseco, como 
segue: 
 
Figura 3.14 Elemento linear de 4 nós. 
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Os parâmetros 𝜉𝑛 e 𝜂𝑛 são os valores nodais do sistema coordenado intrínseco 
original. Se o elemento é particionado em 𝑁𝑠 subelementos a integral singular assume a 
forma 
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Onde 𝜉" significa 𝜉(𝜉′, 𝜂′), 𝜂" significa 𝜂(𝜉′, 𝜂′), e 𝐽𝑠(𝜉
′, 𝜂′) é o Jacobiano da 
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′, 𝜂′) tende a zero na media 𝑂(𝑟) → 0 desde que o sistema 
coordenado intrínseco original, dos nós associados com o ponto fonte P tomam o mesmo 









    (3-83) 
68 
 
3.3.8. Formulação do MEC por sub-regiões 
A continuação apresenta um estudo de MEC com sub-regiões. Conforme mostrado 
na Figura 3.15 as sub-regiões as quais representa as inclusões são circulares e são 
discretizadas por 4 elementos quadráticos descontínuos.  
 
 
Figura 3.15 Problema de sub-regiões. 
A Tabela 3.2 resume os termos utilizados no sistema de MEC por sub-regiões. 
Tabela 3.2 Símbolos representados no sistema de MEC para sub-regiões.  
Símbolo Representação 
i  Parte externa de contorno da zona. Ω
𝑖 
ij  Contorno entre as zonas Ω
𝑖  e Ω𝑗. 
,ij iju t  Deslocamentos e trações nos nós em 𝛤
𝑖𝑗 como parte da zona Ω𝑖. 
,i iH G  Partes das matrizes de H e G obtidas da zona Ω
𝑖  os quais multiplica 𝑢𝑖e 𝑡𝑖 
respectivamente. 
,ij ijH G  Partes das matrizes H e G obtidas para a zona Ω
𝑖   que multiplica 𝑢𝑖𝑗e 𝑡𝑖𝑗, 
respectivamente. 
Fonte: (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987) 
Onde, as equações matriciais para o problema serão:  
Para a zona 
1 : 
1 1
1 12 1 12
12 12
u t
H H G G
u t
      
         
      
 (3-84) 
Para a zona 
2 : 
21 21 21 21H u G t  (3-85) 
As condições de equilíbrio de forças e compatibilidade de deslocamento sobre os 






















    
  
 (3-87) 
Logo, juntando as Eq.(3-85) com as Eq. (3-87) chega-se ao sistema apresentado na 
Eq. (3-88). 
1
1 12 12 12 1 1
21 21 12
0 0
0 0 00 0
0
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A Eq.(3-88) representa a formulação para sub-regiões. Para mais detalhes 
remetemos ao leitor aos trabalhos de (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1987).  
3.4. Exemplos 
Dois exemplos apresentados no trabalho de (YAO; KONG; ZHENG, 2003) foram 
reproduzidos com o objetivo de ilustrar e validar a formulação de sub-regiões. Alguns 
outros tratamentos analíticos são apresentados por (KASAYAPANAND, 2008; 
OGBONNA, 2015; SEZAWA; KÔGAKUHAKWI, 1931; SHIOYA, 1967; THIBODEAU; 
WOOD, 1938). 
3.4.1. Exemplo I: Placa com uma inclusão 
O primeiro exemplo consiste numa chapa metálica no quai vai se estudar a 
influência de uma inclusão em seu interior, conforme Figura 3.16. As análises foram 
comparadas com FEM e com a solução analítica. A chapa está submetida à uma tensão 
constante em suas faces esquerda e direita, enquanto que as demais faces estão com 




Figura 3.16 Modelo de placa infinita com inclusão.  
A solução analítica está dada pela Eq.(3-89). 
1 2*cos2t    (3-89) 
Os lados da placa têm dimensões de 𝑎 = 100𝑚𝑚, raio da inclusão circular é de 
𝑟 = 2𝑚𝑚 a força de tração 𝑡 = 10𝑀𝑃𝑎, e as propriedades dos materiais foram de: 
𝐸1 = 10𝑀𝑃𝑎 𝜈 = 0.3 para a matriz metálica e, 𝐸2 = 𝑘𝐸1 𝜈 = 0.3 para inclusão. Neste 
caso a variável k (𝑘 = 10−15) foi escolhida para simular um material de pouca rigidez de 
maneira a assemelhar uma matriz com um espaço vazio. O material da inclusão foi dividido 
em 4 elementos quadráticos descontínuos. Os resultados estão apresentados na Figura 3.17 










Figura 3.17 Esforços circunferenciais |σθ|da interface matriz-inclusão. 
Neste caso, é evidente que o máximo esforço circunferencial tem sido em 3𝑡 =
30𝑀𝑃𝑎 quando θ é igual ao 90° ou 270°, e o valor mínimo foi de zero quando θ foi igual 
ao 30°, 150°, 210° ou 330°. Pode-se observar que os resultados numéricos estão de acordo 
aos resultados analíticos. Pode-se observar igualmente que a redução de elementos foi 
significativa com respeito aos trabalhos de (YAO; KONG; ZHENG, 2003). Os autores 
empregaram 10 elementos constantes na interfase da inclusão, e neste trabalho foram 
empregados apenas 4 elementos. 
 
3.4.2. Exemplo II: Placa com duas inclusões 
O segundo exemplo considera desta vez uma placa com duas inclusões, conforme o 
trabalho de (YAO; KONG; ZHENG, 2003), e apresentado na Figura 3.18. 

























Figura 3.18 Placa com duas inclusões próximas ao centro.  
Neste modelo computacional 𝑎 = 100𝑚𝑚 , o raio das duas inclusões foi de 
𝑟 = 5𝑚𝑚, o comprimento mínimo entre as duas inclusões foram de 𝑏 = 0.5𝑚𝑚. As 
propriedades dos materiais foram de: 𝐸1 = 10𝑀𝑃𝑎 e 𝜈1 = 0.3 para a matriz e de e 
𝜈2 = 0.3 para inclusão. O modelamento da inclusão foi feito supondo ele como se fossem 
espaços vazios, para o qual, se fez com que E2 fora demasiado pequeno (𝑘 = 10−15). Cada 
inclusão foi discretizada com 4 elementos quadráticos discontinuos. As tensões de von-
Mices para um um quarto de inclusão é mostrada na Figura 3.19. 
 
Figura 3.19 Esforços de von-Mises para um quarto da matriz de inclusão usando 
MEC. 
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Pode-se observar que os esforços de von-Mises incrementam suavemente com os 
resultados obtidos com a solução analítica, mostrando um pequeno desfase em 180°. Isto 
pode ser devido à proximidade das inclusões o qual incrementa os fatores de concentração 
de tensões.  
3.4.3. Exemplo III: EV 3D com uma inclusão 
Neste caso o modelo desenvolvido foi comparando com o método dos elementos 
finitos segundo se apresenta na Figura 3.20, onde foi derivada as tensões de von Mises na 
superfície superior de cada um dos EV. 
 
Figura 3.20 EV para modelo tridimensional a ) MEC, b) FEM. 
Os resultados da curva de convergência são apresentados na Figura 3.21. 
 
Figura 3.21 Resultados da esforço no contorno do EV. 
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Pode ser observado uma grande concordância entre os resultados com FEM e os 
obtidos com MEC. A diferença nas laterais da superfície, pode ser devido ao tamanho do 
elemento empregado em cada um dos modelos. Para o Modelo MEC os tamanhos dos 
elementos são relativamente maiores que os elementos empregados no FEM. Isto devido ao 
custo computacional que requer a geração de uma malha muito refinada do EV. 
3.5. Conclusões 
Neste capítulo, foi apresentada a formulação do MEC por sub-regiões para 
problemas multi-domínios, onde os resultados foram validados com os dados analíticos e 
numéricos reportados previamente na literatura. Para isso, foi modelada uma placa com 
uma inclusão circular de propriedade mecânicas diferentes. As dimensões da inclusão com 
respeito à chapa foram escolhidas de tal modo de assemelhar uma inclusão no interior de 
uma chapa infinita. A razão imposta de 𝑘 = 𝐸1 𝐸2⁄  foi escolhida de maneira a ser 
suficientemente baixa para tentar aproximar a uma placa com um espaço vazio e validá-la 
assim com a solução analítica. Os resultados obtidos com MEC mostraram estar de acordo 
com a solução analítica. Igualmente, fez-se a comparação com FEM empregando um 
software comercial, onde se mostrou que o MEC foi mais eficiente pela simplicidade da 
malha e boa convergência a solução analítica, além de ter uma menor quantidade de 




 ENSAIOS EXPERIMENTAIS 4.
4.1. Introdução 
Neste capítulo é apresentada a análise experimental do FFN GGG-40. Os dados 
obtidos são empregados posteriormente para suporte e a validação do modelo numérico de 
homogeneização. Em primeiro lugar é apresentado um breve resumo dos diferentes tipos de 
ferros fundidos e suas diferenças com o ferro fundido nodular. Faz-se uma breve 
recompilação bibliográfica dos principais modelos numéricos desenvolvido para analisar 
esses tipos de materiais. Logo, é apresentado em forma sequencial, a metodologia 
experimental deste trabalho que consiste na caracterização microstrutural, medição dos 
tamanhos de grãos e determinação das propriedades mecânicas.  
Foi realizada uma caracterização microestrutural mediante Microscopia óptica Laser 
(Confocal). A caracterização da forma dos nódulos de grafita foi feita mediante Micro-
tomográfia computarizada por raios-X (Micro-CT). Para a determinação das propriedades 
mecânicas foram realizados testes de dureza, microdureza e ensaios de tração-deformação. 
A composição química foi determinada por Microscopia Eletrônica de Varredura (MEV) 
mediante a técnica de difração de raios X (DRX).  Com a informação do tamanho do 
nódulo médio da grafita, nodularidade, módulo de riguidez e composição química do 
material foi possível a avaliação dos diferentes modelos numéricos desenvolvidos o qual 
será apresentado nos capítulos subsequentes. 
4.2.  Ferros Fundidos  
O ferro fundido é um dos materiais mais antigos desenvolvidos pelo homem. Se tem 
registros de partes na China desde o século VI a.C , onde os primeiros ferros fabricados 
foram  de cinza maleáveis. Porém, o ferro fundido nodular (também conhecido como ferro 
dúctil)  foi desenvolvido até 1948 (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990). Neste ferro, a alta 
concentração de carbono é responsável pelas propriedades mecânicas e facilidade da 
manufatura, também é responsável pela degradação da ductilidade e a tenacidade à fratura. 
O carbono, neste material está presente principalmente como grafita esferoidal também 
chamado de grafita nodular. Esta configuração da grafita possibilita, em muitos casos, o 
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aparecimento de fraturas quando este tipo de material é submetido á níveis relativamente 
baixos de esforços. 
Uma das características mais importantes nos ferros fundidos é o tipo de matriz 
ferrítica a qual varia dependendo dos processos de fabricação e dos tratamentos térmicos 
posteriores. Dependendo destes fatores, também é possível a determinação do tipo de 
inclusões o qual corresponde à acumulação do conteúdo de carbono que pode se apresentar 
como lamelas, agulhas, nódulos, etc. 
4.2.1. Tipos de matriz  
Dependendo da composição do ferro e dos tratamentos térmicos depois do processo 
de fabricação, se pode conseguir uma variedade de matrizes metálicas. 
4.2.1.a. Matriz ferrítica 
A matriz ferrítica é obtida geralmente através de um processo de austemperado do 
material depois da fundição [Normas ASTM 897M e EN1564]. Com isto, se consegue uma 
formação completa de ferrita ao interior da microestrutura já que durante a transformação 
bainitica que acontece na austêmpera, a austenita tem tempo suficiente para se transformar 
em ferrita. Para obter uma ferrita fina é necessário inserir uma quantidade suficiente de 
silício durante o processo de fundição. Isto ajuda a nucleação de partículas de carbono 
durante o resfriamento e uma boa consistência com a fase ferrítica. Para obter uma 
completa estrutura ferrítica no caso do ferro fundido, é necessário resfriar o ferro numa 
velocidade de resfriamento relativamente lento.  
A ferritização pós-solidificação da matriz pode ser feita de duas formas: uma é 
mantendo constante a mistura acima da temperatura crítica (chamada um recozimento 
critico) por um curto tempo ou mantendo a mistura baixo a temperatura crítica durante um 
longo tempo (chamado um recozimento subcrítico). Quando estão presente na matriz a 
ferrita e a perlita, a ferrita usualmente está rodeando a grafita. 
4.2.1.b. Matriz perlítica 
A estrutura perlítica se forma quando a taxa de solidificação e a subsequente taxa de 
resfriamento não dão a oportunidade para o carbono formar em uma estrutura 
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exclusivamente grafítica. Uma matriz perlítica no ferro fundido usualmente conte menos 
que 0.8% do carbono. A rápida solidificação e as taxas de resfriamento no processo 
posterior à solidificação favorecem a formação de perlita ao invés de ferrita na matriz 
devido à alta velocidade de resfriamento que ocasiona uma limitada difusão de carbono na 
matriz da solução. 
4.2.1.c. Matrizes bainíticas e martensita temperada. 
Uma microestrutura de bainita pode ser produzida por aquecimento no interior de 
uma salmoeira quente e desenvolvendo um posterior processo de austemperado. A 
microestructura bainítica pode ser também produzida a partir da fundição do ferro 
adicionando pequenas quantidades de níquel e molibdênio. A microestrutura da martensita 
temperada na fundição do ferro é produzida com um tratamento térmico similar ao usado 
para os aços, incluindo a revenido e a têmpera.  
4.2.1.d. Carbonetos primários 
As rápidas taxas de resfriamento que acontecem perto do final da solidificação 
durante os tratamentos térmicos podem gerar carbono na forma de carbonos primários que 
poderia ter solidificado em grafita. Estes carbonos estão geralmente mais compactados que 
os carbonos nas estruturas laminares encontrados na perlita. Isso causa um detrimento das 
propriedades mecânicas, especialmente a usinabilidade. Isto pode geralmente ser eliminado 
pela austenitização seguida por um resfriamento lento.  
4.2.2. Tipos de Ferro fundido 
Existem 5 tipos de ferros produzidos comercialmente hoje em dia: os quais são: 
branco, cinza, maleáveis, dúctil ou também nodular. Os componentes típicos destas ligas 
são apresentados na Tabela 4.1. 
Tabela 4.1 Faixa de composições para a Ferros típicos (% peso).  
Tipo  C Si Mn S P 
Branco 1.8-3.6 0.5-1.9 0.25-0.8 0.06-0.2 0.06-0.2 
Maleável 2.2-2.9 0.9-1.0 0.15-1.2 0.02-0.2 0.02-1.0 
Cinza 2.5-4.0 1.0-3.0 0.2-1.0 0.02-0.25 0.02-1.0 
Dúctil 3.0-4.0 1.8-2.8 0.1-1.0 0.01-0.03 0.01-0.1 
Grafita 
compacta 
2.5-4.0 1.0-3.0 0.2-1.0 0.01-0.03 0.01-0.1 
Fonte: (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990). 
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A grafita no ferro pode ser apresentar de algumas formas tais como agulhas, “pop 
corn” globulados, esferas (nodular) ou tubos delgados. A morfologia da grafita é usada 
como base para a classificação dos ferros. O ferro branco se dá quando a composição do 
silício é muito baixa e/ou quando é efetuado um resfriamento muito rápido durante o 
tratamento térmico posterior à fundição, o qual faz com que os carbonos reacionarem com 
o ferro e forme a cementita (FeC) (ao invés de grafita, que é a fase de equilíbrio). Dos 
diagramas de fase de Fe-Fe e C-Si é apresentado na Figura 4.1 onde é possível  evidenciar o 
resultado final do tipo de ferro dependendo da quantidade de carbono e tratamento térmico 
posterior. 
 
Figura 4.1 Diagrama de fase Ferro-Ferro, Carbono-Silício.  
Fonte: (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990). 
Pode-se assumir uma variedade de formas as quais dependem da composição, da 
taxa de resfriamento, e do tratamento da mistura (tipos de inoculantes adicionados). Os 
vários tipos de grafita os quais podem formar no ferro têm sido classificados pela American 
Society para ensaios e materiais (Especificações na A247) e são apresentados 




Figura 4.2 Sete tipos de grafita estabelecidas pela especificações da ASTM A247. 
Fonte: (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990). 
O tipo I de grafita é essencialmente esférica e é a usual forma que acontecem nos 
ferros dúcteis. O tipo II, a grafita é degenerada a partir da forma do tipo I, apresentado 
algumas de uma forma não esférica, e como produto disso, se obtêm um ferro nodular com 
propriedades mecânicas menos dúcteis e menos desejáveis. O tipo III é grafita nodular, mas 
com uma forma um pouco e irregular, apresentando-se como uma forma de “pop corn”. 
Esta forma é apresentada nos ferros maleáveis os quais são formados a partir ferro branco 
recosido.  A microestrutura de um ferro maleável é apresentada na Figura 4.3. 
 
Figura 4.3 Microestrutura do ferro maleável, atacada com 4% de picral.  
Fonte: (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990). 
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Onde a matriz branca é ferrita e a parte obscura é a segunda fase a qual é grafita. O 
tipo IV da Figura 4.2 é o tipo de grafita compactada o qual tem os constituintes estruturais 
da grafita a qual forma tubulares muito longas. A microestrutura de ferro contém a grafita 
compactada é apresentada na figura Figura 4.4. 
 
Figura 4.4 Microestrutura da grafita compactada do ferro fundido não-tratado.  
Fonte: (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990). 
As formas das grafitas observadas nos tipos V e nos tipos VI da Figura 4.2 são 
algumas vezes observadas no ferros dúcteis onde são considerados como grafitas 
degeneradas, e são as que apresentam as melhores propriedades mecânicas. O tipo de 
grafita VII é em forma de agulhas e acontecem nos ferros cinzas.  
4.2.3. Ferro Fundido Nodular (FFN) 
O ferro fundido nodular oferece grande Usinabilidade ao ter uma ductilidade baixa 
com respeito aos outros ferros fundidos. A forma e o tamanho da grafita afetam 
enormemente a resistência do material, quanto mais grande o nódulo de grafita, menos 
resistência terá (TONG et al., 2009). Hoje em dia, o FFN tem uma significativa 
preferencias entre todos os tipos de ferros fundidos. Os FFNs são similares aos aços desde 
o ponto de vista das propriedades mecânicas e também são os mais comumente usados na 
engenharia. Ao mesmo tempo, eles são similares às fundições de ferro desde o ponto de 
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vista das propriedades físicas e químicas. Os FFNs mais preferidos na indústria são os 
GGG40, GGG50, GGG60 e GGG70 (Tabela 4.2).  
Tabela 4.2 microestruturas e composição química do FFN. 
Tipo de Material GGG40 GGG50 GGG60 GGG70 GGG80 
Micro-Estructura Ferrítica    Perlítica 
Fonte: (KARAMAN; ÇETİNARSLAN, 2010) 
Devido às suas propriedades atraentes, como a alta capacidade de resistência, 
excelente resistência ao desgaste e custo relativamente baixo em comparação com aços de 
liga com propriedades mecânicas equivalentes, o FFN é amplamente utilizado em 
componentes automotivos, como virabrequim e rodízios, indústria ferroviária e 
automobilísta em geral (QI et al., 2009); (ROULA; KOSNIKOV, 2008) investigaram a 
distribuição e o efeito da grafita nos diferentes elementos modularizastes e mostraram que 
manganês não afetava na forma final da grafita no FFN, mas sim o sílicio e o magnésio. 
Eles mostraram o efeito nodularizante do manganês devido ao efeito alcalino do mesmo, 
desse elemento na nodulação de grafita (Roula e Kosnikov, 2008).  
4.3. Análises Experimental 
Como foi comentado anteriormente, o FFN tem sido amplamente utilizado na 
indústria (Automotiva e ferroviária), devido à sua ampla aplicabilidade, a sua economia no 
processo de fabricação e as suas boas propriedades mecânicas (PANNEERSELVAM et al., 
2015); (CAKIR et al., 2005). A Figura 4.5 ilustra uma amostra de FFN GGG-40, o qual é 
objeto de estudo neste trabalho. 
    
Figura 4.5 Ferro Fundido Nodular FFN GGG-40. 
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O metal da matriz geralmente consiste de ferrita, perlita ou a formação de ambos. 
As propriedades do FFN são devidas a microestrutura da matriz obtida por tratamento 
térmico chamado Austempering (ou austêmpera) e aos microcomponentes (PUNDALE; 
ROGERS; NADKARNI, 1998); (COCCO; IACOVIELLO; CAVALLINI, 2010; ORTIZ; 
CISILINO; OTEGUI, 2001). 
4.3.1. Microtomografia Computarizada por Raios X (Micro-CT) 
O uso de microtomografia computorizada por raio-X (Micro-CT) tem sido muito 
utilizada nos últimos anos. Para validar a metodologia proposta, foram realizadas 
aquisições de imagens digitais por micro-CT, passando pela preparação de amostras, 
aquisição de dados, reconstrução, segmentação, geração de malha. As amostras foram 
escaneadas usando um escâner micro-CT de alta resolução ZEISS X radial 510 Versa, onde 
o processo é esquematizado na Figura 4.6.  
A radiografia é uma técnica de imagem que utiliza raios X para revelar a estrutura 
interna do material e sua composição. Nesta técnica, que é essencialmente 2-D, a amostra a 
ser fotografiada é posicionada entre uma fonte de raios X e um detector, tal como 
esquematicamente representado em Figura 4.6 (b). A atenuação da energia que é 
transmitida através da amostra e registrada pelo detector são proporcionais à densidade da 
amostra. Em geral, as partes mais densas absorverão mais energia. Portanto, a energia 
registrada pelo detector reflete a distribuição espacial de densidade da amostra. A 
tomografia, que é essencialmente 3-D, baseia-se no corte radiográfico repetitivo da 
amostra, em que os radiogramas são adquiridos sequencialmente enquanto a amostra (ou o 
sistema de fonte-detector) é girada de forma incremental, conforme indicado 
esquematicamente na Figura 4.6b) e c). A partir da coleção dos radiogramas adquiridos, as 
imagens transversais da amostra são computadas usando algoritmos de reconstrução 
tomográfica, produzindo uma pilha de fatias horizontais de imagem em escala de cinza em 
bruto 2-D. O objeto digital 3-D pode ser visualizado a partir da pilha de imagens em escala 
de cinza 2-D, conforme indicado na Figura 4.6 (d). Em Micro-CT, as dimensões dos voxels 





Figura 4.6 Esquema ilustrativo do processo que aquisição CT. 
a) preparação das amostras, (b) preparação do sistema de aquisição de imagens no 
Micro-CT, (c) conjunto da radiografia das projeções, e (d) reconstrução do volume. 
 
Com as reconstruções tomográficas foi possível determinar tanto a geometria para 
uma fatia qualquer em 2D como a geometria tridimensional dos nódulos de grafita do FFN 
GGG-40 para um EVR. Com uma das fatias em 2D foi determinada o parâmetro 
característico de nodularidade a partir de uma análise estatística de razão entre os tamanho 








  (4-1) 




























 Nas Eq.(4-2) e (4-3) 𝑛 é número de nódulos do EVR (Figura 4.7a), 𝑟𝑖
𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥
 é o raio 
aproximado do i-esimo nódulo de grafita e 𝑑𝑖
𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥
 é a distância aproximada dos centros de 
um nódulo de grafita arbitrária e o centro aproximado da grafita mais próxima (Figura 
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 chamam-se “aproximado” devido a não ter uma 
possibilidade de determinar o centro geométrico dos nódulos de grafita de maneira acertiva. 
                   
 
Figura 4.7 Determinação do parâmetro caraterístico r/d para o GGG-40. 
4.3.2. Microestrutura morfológica do FFN GGG-40 
A análise de miscroscopia laser foi utilizada para caracterizar a morfologia dos 
nódulos de grafita e sua distribuições espaciais. As micrografias foram binarizadas 
utilizando uma Olympus LEXT OLS4100 para determinar a quantidade de nódulos de 
grafita e o tamaho médio das mesmas, (Figura 4.8).  
Para a determinação do tamanho de nódulos foi seguido o procedimento indicado 
pela norma ASTM-E112-96(ASTM INTERNATIONAL, 2004) onde o sistema Confocal 
estima o número do tamanho de grão (G) -ou Grain Size Number- e baseado em 









Figura 4.8 Micrografias obtidas por microscopia Confocal. 
a) micrograma de uma seção superficial do GGG-40,b) micrografia binarizada para 
a contagem tanto dos nódulos como para a determinação do tamanho meio. 
  
4.3.3. Testes de Dureza e Micro-dureza:Metodologia da “Deformação Elástica 
Falsa” 
O teste de microdureza HV foi realizado para medir a dureza tanto da matriz 
ferrítica quanto do nódulo de grafita. Os experimentos foram conduzidos de acordo com as 
especificações da ASTM E92-16 (ASTM INTERNATIONAL, 2016). A metodologia para 
determinar propriedades mecânicas a partir de ensaios de dureza foi desenvolvida por 
(OLIVER; PHARR, 1992, 2004). Esta metodologia foi usada para  encontrar o módulo de 
Young (𝐸) para ambas as fases: matriz e inclusão. Para o presente trabalho, as medições 
foram realizadas com um sistema de microdureza Vickers (VEYTSKIN et al., 2017) FM 
700 dual equipado com uma câmera de 100X.  
A dureza média do volume ferrítico foi determinada pelo teste de dureza Brinell 
(HB). Os experimentos foram conduzidos de acordo com as especificações da ASTM E92-
16 (ASTM INTERNATIONAL, 2012) E desenvolvido em um testador semi-automático de 
dureza Brinell ZHU250. Posteriormente, a resistência à tração do GGG-40 foi determinada 
através das dados padronizados Standard entre a dureza HB e a resistência à tração.  
Figura 4.9 a) e Figura 4.9 b) Descrevem as marcas de indentação para os testes de 




entalhe esférico é maior do que o indentador do HV, consequentemente o valor da dureza 
indica somente a dureza o material sem diferenciação da gráfica com a matriz ferritica. 
   
a) b) c) 
Figura 4.9 Ensaios de dureza e Microdureza. 
a) dureza (HV) na matriz ferrítica, b) dureza HV na inclusão de grafita,  c) dureza 
HB 
Para utilizar o modelo matemático desenvolvido por (OLIVER; PHARR, 1992, 
2004) é presiso identificar os parâmetros geométricos da impressão da superfície entalhada, 
então a partir da curva de “carga-deslocamento” se pode obter o valor do módulo elásticos. 
Neste caso, como não se dispõe de curvas “Carga-deslocamento” se faz a supocição de que 
a deformação Plástica sofrida pelo material é igual á uma deformação Elástica “Falsa” a 
















Onde (𝜈𝑖) é a razão de Poisson do indentador, (𝜈) o módulo de Poisson da amostra 
i, (𝐸𝑖) é o módulo de Young do indentador, (𝐸𝑟) é o módulo “reduzido” de Young da 
amostra e (𝐸) é o módulo de Youn da amostra. Os valores dos testes são apresentados na 
Tabela 4.3. 














4.3.4. Ensaios de tração 
Foram realizados ensaios de tração nas amostras do FFN GGG-40 em forma de 
blocos obtidos a partir da usinagem do FFN GGG-40 de acordo com as especificações da 
norma (ASTM INTERNATIONAL, 2010) utilizando uma máquina de teste Instron 8801 (± 
100 kN (2248 lbs)) com um extensômetro de medição dinâmico 2620-601 Instron. O 
módulo de Young, o limite de escoamento, e à resistência última a tração foram extraído a 
partir da curva de tensão-deformação.  
4.3.5. Caracterização Química 
A composição química do FFN GGG-40 foi determinada pela técnica de difração de 
Raios X no Microscópio Electrónico de Varredura (MEV) os dados foram comparados com 
os dados do frabricante, Metalrens ltd. A composição química, fornecida pelo fabricante é 
mostrada Na Tablela 4.4 
Tabela 4.4 A composição química do FFN GGG-40 (Percentage em peso%). 
C Si Mg S P Fe 
3.6 2.45 0.33 0.02 0.08 93.52 
 
Para os ferros fundidos nodulares a formação da grafita nodular, durante o processo 
de fundição, abedece a elementos adicionais como o silício e o magnésio os quais são 
adicionados para alterar o mecanismo de solidificação. Estos elementos  são responsáveis 
pela forma esférica dos nódulos. O FFN é formado por aproximadamente 7% de nódulos de 
grafita e 93% de matriz ferrítica-perlítica, em peso.  
4.4. Resultados 
4.4.1. Microtomografia Computarizada por Raios X (Micro-CT) 
Os resultados para 𝑟/𝑑 são apresentados no histograma de acordo com a Figura 
4.10. O parâmetro característico foi 𝑃𝑐 = 0,29 ± 0.01, O erro foi significativamente baixo 
para a representação do modelo do FFN. (ORTIZ; CISILINO; OTEGUI, 2001) Também 
realizou uma análise estatística para um FFN e obteve um parâmetro característico de 0,25. 
Uma explicação razoável sobre a diferença entre os parâmetros pode estar no processo de 




Figura 4.10 Parâmetro característico (Pc) do FFN GGG-40. 
4.4.2. Microestrutura Morfológica do FFN GGG-40 
A Figura 4.11 mostra a microestrutura da amostra GGG-40, após um ataque 
químico com Nital a 3%. Na Figura 4.11 a) é apresentada a estrutura ferrítico-perlítica do 
FFN, onde pode ser observada uma forma esférica denominada estruturas "olho de touros"; 
esta configuração é conseguida por certos elementos de liga como Magnésio, Silício e 
outros elementos em pequenas quantidades. Neste material a ferrita pode ser encontrada ao 
redor das partículas de grafita para configurar a estrutura chamada de "Olhos de Touro". 
Figura 4.11 b) Mostra a estrutura da matriz com os "olhos de touro" e a mistura de perlita 
lamelar e uma estrutura de matriz ferrítica.  
   
a) b) c) 
Figura 4.11 Estrutura metalográfica do FFN GGG-40. 
a) Estrutura ferrítico-perlítica, b) Configuração do “Olhos de Touro”, c) e ferrita 
perlita lamelar. 
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Na Figura 4.11 c) observa-se que a bainita foi decomposta para definir perlita 
lamelar e a ferrita. Nesta, a presença de perlita é ocasionada por uma taxa de resfriamento 
rápido durante o processo de fabricação (BRADLEY; SRINIVASAN, 1990). 
Na Tabela 4.5. são resumidas os resultados da análises micrográficas binarizada 
para Número de Tamanho de Grão Gz = 4.62 (ASTM INTERNATIONAL, 2004). O 
tamanho médio nodular da contagem estatística é apresentado na Figura 4.12. 





ASTM Número do tamanho de Grão Gz 4.62 
Área média do grão [µm²] 5233.55 
Número total de grãos 166 
Área total de grãos [µm²] 868768.75 
Área analisada [mm²] 6.55 
Elongação 0.99 




Figura 4.12 Número do Tamanho de Grão (Gz) para o GGG-40. 
Segundo a Figura 4.12 o tamanho do grafita nodular indica um GZ em torno de 5. 
Uma tabela incorporada na ASTM E 112-96 (ASTM INTERNATIONAL, 2004) apresenta 
uma relação entre o número de tamanho do grão (Gz) e o diâmetro médio. Para este estudo, 
o diâmetro médio é de cerca de 60𝜇𝑚, mostrando uma grande concordância com as 




























normas. (D.S H, 1998; ENDO; YANASE, 2014; HÜTTER; ZYBELL; KUNA, 2015; 
KONEČNÁ et al., 2013; SAHIN; ERDOGAN; KILICLI, 2007).  
4.4.3. Testes de Dureza e Micro-dureza:Metodología da “Deformação Elástica 
Falsa” 
A partir dos dados de dureza Vickers foi determinado o módulo de Young efetivo e 
os resultados estatísticossão apresentados nos histogramas Figura 4.13 a) e Figura 4.13 b). 
  
a) b) 
Figura 4.13 Histogramas com os resultados do módulo de Young. 
a) Matriz b) nódulos. 
O valor médio e desvio padrão para a matriz e o nódulo são apresentados como 
Eq.(4-5) e Eq.(4-6), respectivamente. 
271 20MatrizE GPa   
(4-5) 
16.5 0.5NoduloE GPa   (4-6) 
 Vale destacar uma diferença significativa entre o módulo de Young da matriz com 
respeito a dos nódulos de grafita. Os nódulos de grafita são mais macios do que a matriz. 
Alguns estudos relativos à determinação do módulo de Young para o FFN podem ser 
encontrados em (PUNDALE; ROGERS; NADKARNI, 1998). De acordo com estes autores 
em geral, o FFN apresenta um módulo de Young em torno de 10-15% menor do que do 
aço. Por nanoindentação de ferros dúcteis, (DIERICKX et al., 1997) encontraram um valor 
para o módulo de Young da grafita de 15 ± 5𝐺𝑃𝑎. (SPICER et al., 2015) através da técnica 
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ultrassônica do laser para determinaram os módulos elásticos da grafita e econtraram 
valores na faixa de 6.9 𝐺𝑃𝑎 e  13.5𝐺𝑃𝑎 par uma série de grafitas. 
Diferentes autores (DRYDEN; DEAKIN; PURDY, 1987); (SPEICH; 
SCHWOEBLE; KAPADIA, 1980) avaliaram o módulo da grafita e descobriram valores 
entre 8 a 11GPa. Testes de microindentação foram empregados por (FERNANDINO; 
CISILINO; BOERI, 2015) para avaliar o módulo de Young de um FFN. Os Autores 
identificaram duas zonas diferentes: a primeira conhecida como Primeira Zona de 
Resfriamento (FTF- First To Freeze zone) e outra  conhecida como Última Zona de 
Resfriamento (LTF- Last To Freeze zones), devido ao fenômeno da taxa de resfriamento. 
Eles encontraram um valor de 235GPa para o FTF e 255GPa para a zona LTF. Na Tabela 
4.6 mostra o módulo comparativo de Young e a resistência à tração tanto para o nódulo de 
grafita quanto para a matriz ferrítica. 
Tabela 4.6 Propriedades mecânicas experimentais. 
Resultados Esforço último de 
ruptura σut [MPa] 
Módulo de Young 
E [GPa] 
Experimentais Matrix 532 271 







                    
Fonte:
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O módulo efetivo obtido neste trabalho, para a matriz ferrítica é maior do que os 
disponíveis na literatura para o FFN GGG-40, conforme Tabela 4.6. É importante observar 
que o material não tem exatamente as mesmas propriedades devido à pequena influência 
dos parâmetros no processo de fabricação padrão. O módulo efetivo para o grafita nodular 
foi relativamente pequeno quando comparado com o módulo da matriz. Apesar dessas 
pequenas diferenças, os módulos efetivos para ambas as fases estão em boa concordância 
com os relatados na literatura. 
4.4.4. Ensaios de tração 
Foram realizados quatro ensaios de tração e a curva tensão versus deformação de 
um destes ensaios é ilustrada em Figura 4.14. As propriedades mecânicas, tais como limite 
de elasticidade, tração final, módulo de Young e razão de Poisson foram obtidos a partir 
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das curvas experimentais e são relatadas em Tabela 4.7. O módulo de Young foi de 
181GPa, este valor é a média de quatro testes experimentais. As propriedades mecânicas 
obtidas estão de acordo com as disponíveis na literatura. O módulo de elasticidade obtido 
por algumas obras para o FFN é 187 GPa (ZHANG; BAI; FRANÇOIS, 1999), 172 GPa 
(FERNANDINO; CISILINO; BOERI, 2015), 179 GPa (ZYBELL et al., 2014). 
 
Figura 4.14 Curva dos ensaios de tensão-deformação FFN. 
Tabela 4.7 Resultados experimentais obtidas por ensaios de tensão e microdureza. 
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(FERNANDINO; CISILINO; BOERI, 2015). 
4.5. Conclusões sobre a caracterização experimental do GGG-40 
Neste capítulo foi apresentada a parte experimental deste trabalho que inclui a 
caracterização microestructural, morfológica e de propriedades mecânicas de um FFN 
GGG-40.  Para a caracterização da morfologia foi utilizado técnica de microscopia 
eletrônica de varredura (MEV), onde foi possível identificar as fases presentes na 

























análises via MEV também foi possível identificar a quantidade de elementos químicos 
presentes no material. Com a microtomografia foi possível uma reconstrução 
tridimensional de uma amostra representativa e posteriormente uma reconstrução das 
malhas bidimensionais e tridimensionais para pequenos elementos de área e volume da 
mesma amostra, o qual será implementado na modelagem numérica.  
As propriedades mecânicas foram determinadas mediante ensaios de tração em que 
foi possível determinar, principalmente, os esforços de escoamento, os esforços últimos de 
ruptura e o módulo de Young. Estes valores foram uma indicação das propriedades da 
microestrutura. Para a determinação das propriedades mecânicas das inclusões grafíticas e 
da matriz ferrítica foi desenvolvido um cuidadoso procedimento de microdureza, mediante 
a metodologia da “Deformação Falsa” para determinar E. O procedimento seguiu as 
normas específicas e as hipóteses planteadas por diferentes autores que tem recompilado 
trabalhos exaustivos na área de testes de dureza. Os resultados experimentais mostraram 





 ESTUDO COMPUTACIONAL DO MICROMECANISMO 5.
EMPREGANDO MEC 
5.1. Introdução 
A resposta mecânica microscópica de um material é determinada, 
fundamentalmente, pela sua microestrutura e a interação entre seus constituintes. Neste 
capítulo, é apresentada o processo de homogeneização para a determinação do módulo de 
Young efetivo para o FFN GGG-40 a partir de dois processos: Homogeneização 
assimptótica com geometrias sintéticas e Homogenização direta com as geometrias reais 
dos nódulos de grafita obtidos por Micro-CT. 
5.2. Procedimento 
Para análise das propriedades efetivas de materiais micro-heterogêneus, é efetuado o 
método de homogeneização a partir da teoria dos campos médios, isto é, para analisar uma 
estrutura heterogênea toma-se uma célula unitária do material contendo uma só inclusão, e 
a resposta da propriedade efetiva do material corresponde a uma média obtida de uma 
quantidade representativa de células unitárias no elemento qualquer do mesmo. Para 
implementar o método, é necessário implementar condições de contorno periódicas no 
modelo matemático a ser analisado, com o objetivo de garantir uma maior precisão e uma 
rápida convergência. Para o modelo bidimensional, as propriedades efetivas serão 
estimadas a partir da hipótese de estado plano de tensões.  
O modelo por sub-regiões implementado no capítulo 2 é empregado para efetuar a 
análise da homogeneização assintótica para o FFN GGG-40, é feita uma primeira 
aproximação com material férrico supondo os nódulos de grafita como espaços vazios, logo 
é implementado o modelo por sub-regiões para analisar o material com a inclusões de 
grafita. As propriedades mecânicas obtidas nos ensaios experimentais foram implementadas 
no modelo numérico e os resultados finais da modelagem foram validados.  
Com os microgramas obtidas nos testes por Micro-CT, foi possível construir uma 
malha com as geometrias reais das inclusões de grafita,  e na sequência proceder com o 
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processo de homogeneização assintótica. Os resultados obtidos a partir da implementação 
numérica foramalidados com os testes experimentais. 
5.2.1. Descrição do modelo 
5.2.1.a. EPT, EPD e propriedades efetivas no plano. 
Neste tópico serão apresentadas as maneiras para calcular as propriedades efetivas 
em sólidos com inclusões circulares. Em elasticidade plana são comumente empregadas 
hipóteses de estado plano de tensões (EPT), e estado plano de deformações (EPD), isto faz 
referência sobre o comportamento em uma terceira dimensão. Assim, é possível modelar 
uma chapa de espessura fina contendo furos circulares com a hipótese de EPT ou o caso de 
um sólido contendo furos cilíndricos compridos alinhados na terceira direção (x3) com a 
hipótese de EPD (NEMAT-NASSER, 1999). Na Figura 5.1 é apresentado um esquema 
onde se pode diferenciar os conceitos de EPT e EPD. 




Figura 5.1 Esquema ilustrativo dos conceitos de EPT e EPD. 
Quando os microconstituintes do material são isotrópicos, a simetria geométrica da 
microestrutura implica simetria macroscópica do material. Para este caso são necessários 
três casos de carregamento para determinar as constantes elásticas que determinam o 
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No caso do material estudado, a distribuição aleatória das inclusões no plano leva a 
um comportamento estatisticamente isotrópico (NEMAT-NASSER; LORI; DATTA, 
1996); (COSTA, 2016), desenvolveu uma análise da isotropia deste mesmo material, 
supondo o FFN GGG-40 como se fosse um material ortotrópico, chegando à conclusão de 
que o material é efetivamente de comportamento isotrópico logo de encontrar uma rigidez 
do material similar em tudas as direções. Logo, aqui supomos de entrada um FFN GGG-40 
como um material isotrópico então as matrizes constitutivas em função das constantes 
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Na modelagem de EPD, o comportamento no plano é função da resposta no plano 
na terceira dimensão, e por conseguinte deve ser assumida. Isto não acontece na 
modelagem de EPT onde a lei constitutiva tem a mesma forma que para isotropia. As 
expressões para obter E* e  𝜈∗ para um material isotrópico podem ser desenvolvidas a partir 
dos sistemas de Eq.(5-1) e Eq.(5-2), e as matrizes constitutivas Eq.(5-4) e Eq.(5-5). Logo 









































































































2 2* * *



























Com as seguintes definições: 
2 2 2* * * *
1 11 3 22 3 11 3 22 33E E                (5-10) 
2 2* * * *
2 22 3 11 3 22 3 22 33E E                (5-11) 
Se for considerado o caso de isotropia com a hipótese de EPD, as expressões para 


































































A resposta macroscópica isotrópica no plano é independente da hipótese de EPT ou 
de EPD,  em que geralmente, o comportamento macroscópico é considerado isotrópico. 
5.2.1.b. Tensor de Eshelby 
Para ter um modelo matemático deve-se ter em conta a deformação da matriz, que 
neste caso vai ser denotada como 𝜀𝑖𝑗
𝑒  e da inclusão denotada como, 𝜀𝑘𝑙
𝑡  onde uma 




Figura 5.2 Inclusão e matriz.  
Fonte: (GROSS; SEELING, 2006) 
Onde a descrição da matriz com inclusões é a soma de dois campos de 
deslocamento, uma parte elástica 𝜀𝑖𝑗
𝑒 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
−1 𝜎𝑘𝑙 e uma de auto-deformações 𝜀𝑘𝑙
𝑡  Eq.(5-14). 
e t
ij ij ij     
(5-14) 
Temos que para uma inclusão as tensões estão dadas pela Eq.(5-15). 
 tij ijkl kl klC     (5-15) 
Onde εkl
t  representa as auto-deformações a qual é produzida pela mesma inclusão. A 
inversa da Eq.(5-15) é a relação da Eq.(5-16) 
t
ij ijkl klS   (5-16) 




ijkl ij kl ijkl ij klS I     
 
   
 
 (5-17) 




ijkl ik jl il jkI       (5-18) 
E α e β as constantes escalares volumétricas e deviatória, Eq.(5-19) e Eq.(5-20): 
 
1 3
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Estes valores de α e β foram obtidos por (HILL, 1963) fazendo o cálculo das 
propriedades efetivas de um material com inclusões esféricas. Estes parâmetros são 
escalares e referem-se a dois estados: Estado plano de tensão e estado plano de deformação 
que ocorrem frequentemente no fenômeno de deformação devido a campos de tensão 
causado pelas cargas sobre a microestrutura do material. 
O parâmetro α é o esforço volumétrico e o parâmetro β os campos de esforços 
deviatórios. Na maioria dos materiais metálicos β está próximo de 0.45 e α variando entre 0 
e 1. Nas equações acima 𝜇 é o módulo de cisalhamento e κ é o módulo volumétrico da 
matriz.  O coeficiente de Poisson é denotado por 𝜈 e o módulo de Young por E . O 
coeficiente de Poisson pode variar entre -1 e 0.5. Em muitos dos problemas práticos o valor 
de α é ignorado devido ao desprezo das forças volumétricas. 
De maneira geral, a obtenção dos componentes do tensor 𝐸∗ é realizada através da 
resolução de problemas de valores de contorno, onde são aplicadas condições de contorno 
de deslocamento ou tensões, considerando seis casos de carregamento linearmente 
independentes conforme apresentado na Eq.(5-21). 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 , 0 0 0 , 0 0 , 0 0 0 , 0 0
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(5-21) 
Cada um dos seis casos independentes de carga proporciona  seis equações para um 
total de trinta e seis equações que permitem calcular as  trinta e seis constantes elásticas da 
relação entre médias Eq.(5-24). 
Para cada caso de carregamento linearmente independente, se verifica a influência 
nas outras direções, da qual se originam seis equações. Considerando, os seis casos de 
carregamento completasse um total de trinta e seis. Para simplificar a análise pode ser 
aplicado algum artifício. Por exemplo, se for admitido comportamento isotrópico, somente 
é realizado um único caso de carregamento que permita a obtenção de um tensor de tensões 
de componentes hidrostáticas e desviadoras não nulas, por outro lado, se o problema for 
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analisado em duas dimensões, seriam necessários somente três casos de carregamento 
independentes. 
5.2.2. Elemento de Volume Representativo (EVR) 
As heterogeneidades em um material podem acontecer por muitas situações 
particulares, como inclusões ou impurezas, limites de grão pronunciados, defeitos de 
superfície, fissuras, entre outros. A Figura 5.3 apresenta um esquema representativo de uma 
microestrutura de um material heterogêneo. 
 
Figura 5.3 Níveis microscópicos e longitudinal da escala.  
Fonte:(GROSS; SEELING, 2006). 
Os materiais heterogêneos podem ser tratados em três diferentes tipos de casos: 1) 
Comportamento Linear Elástico, 2) Comportamento elástico-plástico, 3) Materiais 
termoelásticos. Para materiais com comportamento elástico as teorias de homogeneização 
se baseiam nas relações constitutivas de tensão e deformação medidas em microcampos a 
partir dos EVRs. 
Um critério eneregetico para a determinação dos EVR, e logo foi desenvolvido por 
(HILL, 1963) o qual foi chamado como condição energética de Hill. Nestas condições, 
estabelece que as propriedades macroscópicas sejam indiferentes das propriedades 
individuais microscópica de cada um deles, isto matematicamente é expresso pela 
Eq.(5-22). 
: :   
  
  (5-22) 
Onde 〈. 〉 representa  as propriedades macroscópicas media dentro de um volume de 











As relações constitutivas a nível micro estão representadas pela Eq.(5-24). 
:C 
 
  (5-24) 
Na literatura, algumas definições há sido estabelecidas para quantificar os tamanhos 
dos EVR, onde algumas das mais representativas podem ser encontradas nos trabalhos de 
(STROEVEN; ASKES; SLUYS, 2004). 
Para a determinação do tamanho de EVR, foram empregados dois procedimentos os 
quais resolvem os problemas de valores de contorno, sejam de tensão ou deslocamentos, 
das amostras de material microheterogêneo e nas quais se verifica a resposta do valor 
médio das variáveis dos microcampos.  
Existem muitos procedimentos para determinar as dimensões e o número de 
heterogeneidades que devem incluir-se no EVR. Neste trabalho, a dimensão do EVR é 
determinada em forma numérica empregando dois procedimentos: 1) incrementando o 
número de heterogeneidades em um EV determinado, ou, 2) através do sucessivo 
incremento do volume da amostra.  
O tamanho da amostra representativa, será aquele que proporcione uma resposta 
macroscópica invariante (com certa margem) para distintas distribuições das partículas. O 
tamanho do EVR vai depender dos fatores tais como: grau de dispersão dos 
microconstituintes e fração de volume dos mesmos, contrastes em suas propriedades 
mecânicas e propriedades que se deseja homogeneizar, entre outros (SOARES, 2010). 
A Figura 5.4 apresenta um EV onde o número de heterogeneidades é incrementado 




Figura 5.4 EVR variando a quantidades de constituintes ao interior do EV. 
Outra maneira de se obter um EVR é a metodologia que consiste no incremento 
gradual de seu tamanho, para incorporar na análise, maior quantidade de informação da 
microestrutura (Figura 5.5) e mantendo constantes o tamanho das inclusões e a fração de 
volume. 
                                                           
Figura 5.5 EVR variando o tamanho do EV. 
Em cada um dos métodos são verificadas as variáveis de campo como as tensões e 
os deslocamentos. Logo, a partir da relação entre elas é determinada a módulo efetivo E*. 
Os autores (STROEVEN; ASKES; SLUYS, 2004) estimaram o EVR a partir de 
elementos arbitrários com análises estatísticas para medição das flutuações de qualquer 
uma das propriedades que se deseja medir. Geralmente, a propriedade mais utilizada é o 






energia e fator de concentração, dentre outros. Neste método, cada série de 𝑛 amostras, se 





















   (5-26) 
Onde 𝑥𝑖 representa o valor da propriedade da amostra 𝑖. O coeficiente de variação 




  (5-27) 
O CV estima a flutuação da propriedade medida com respeito ao valor médio. 
Segundo as condições anteriores, será considerada uma amostra representativa de material 
aquela em que as propriedades homogeneizadas sejam independentes das condições de 
contorno ou então, aquela para o qual se verifique homogeneidade estatística.  
5.2.3. Condições de Contorno Periódicas (CCP) 
Para processos de análises de homogeneização mediante métodos numéricos é 
indispensável a utilização das condições de contorno periódicas com a finalidade de obter 
uma maior precisão nos resultados. Trata-se da fronteira periódica, o qual é uma das mais 
utilizadas na comunidade científica, uma vez que apresenta uma excelente capacidade de 
reproduzir o comportamento de materiais que apresentem uma microestructura periódica 
(ou quase periódica) e a taxa de convergência é mais rápida que outros tipos de condições, 
como as de Neumann o Dirichelet (BURLA; KUMAR; SANKAR, 2009; KANIT et al., 
2003; NGUYEN et al., 2012; YUE; WEINAN E, 2007). Esta condição de fronteira 
estabelece que a fronteira que define os limites do EV pode ser dividida em dois grupos 
iguais tais que: 
 i i      (5-28) 
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Isto significa que cada ponto da parte positiva 𝑦+ ∈ 𝛤𝑖
+ tem o seu par na parte 
negativa 𝑦− ∈ 𝛤𝑖
−. Além disso, é necessário garantir que o vetor normal unitário a 𝛤𝑖
+ e 
𝛤𝑖
− nos pontos 𝑦+  e 𝑦− , respectivamente, satisfaça a condição. 
i in n
    
(5-29) 
Na Figura 5.6. Encontram-se uma representação esquemática do modo de 
deformação de um EV quando assumida a condição de contorno periódica.  
                                                                                         
 
a)                                                       b) 
Figura 5.6 Ilustração da Convergencia do EVR. 
a) ilustra propriedade da convergência (adaptado de (NGUYEN et al., 2012) ) e b) é 
o EV bidimensional como ponto “imagem” (img) e ponto “espelho” (esp) (adaptado de 
(METHODS et al., 2011)). 
Portanto, em termos de forças, esta baseia-se na ideia de levar os mesmos valores 
em dois pontos homólogos (a imagem de ponto e espelho) em faces opostas (Γ1 -Γ3) e (Γ2 
-Γ4) da (Figura 5.6 b)). O vetor de tensão leva os valores opostos em dois pontos 
homólogos em faces opostas Eqs. (5-30) e (5-31): 

















































 Contudo, a condição de equilíbrio deve garantir que a somas de força em um 
elemento sejam igual à zero. 
0F F    (5-32) 
Então, segundo a configuração esquematizada na Figura 4-6 b) tem-se que impor a 
condição seguinte em todos os pontos do contorno. 
(1) (1) (1) (1)










 são as deformações sofridas pelo material em cada uma de suas 
caras. Segundo a Eq. (5-33) a diferença das deformações macroscópica nos pontos “img” e 
“esp” do material devem sempre permanecer constantes. Para isso, qualquer valor de 
deformação fisicamente aceitável é valido, então, para este caso de homogeneização é 
imposto uma deformação unitária (𝜑). Assim, as condições de contorno impostas são 
consideradas conforme apresentado na Eq. (5-34). 
(1) (1)
esp imgu u    (5-34) 
Isto vai garantir que a imposição de deformação em um nó geométrico de qualquer 
um das faces pode ser obtida pela posição do outro que satisfaça uma combinação linear 
dos vetores de deformação.  
Dependendo do modelo a ser utilizado, 2D ou 3D, tem-se uma variedade de 
possibilidades para a imposição de condições de contorno periódicas que dependerão da 
posição dos contornos, sendo arestas para 2D ou superfície em 3D. Na Figura 5.7 é 





Figura 5.7 Esquema para imposição das condições de contorno no EVR.  
Fonte:(BURLA; KUMAR; SANKAR, 2009). 
 Assim, dependendo da aresta ou da superfície onde for se impor as condições de 
contorno, tem-se as seguintes possibilidades: 
Tabela 5.1 Imposição de Condições de contorno dependendo da posição dos 
esforços.  



















































































































































































































































































Fonte: (BURLA; KUMAR; SANKAR, 2009). 
Para uma malha gerada pelo MEC, a imposição das condições periódicas não 
representa grande dificuldade devido à facilidade de construção de uma malha regular. Para 
os casos de malhas geradas pelo MEF a imposição das condições de contorno requer algum 
procedimento especial na geração das malhas, geralmente quando as malhas ou a amostra 
carecem de periodicidade. Alguns trabalhos a respeito podem ser consultados (BURLA; 
KUMAR; SANKAR, 2009; COOK, 1995; DAVIES; CRANN, 2004; GITMAN; ASKES; 







Nestes exemplos serão determinados o módulo efetivo para modelos de 
homogeinização em 2D e 3D considerando os nódulos de grafita com suas geometrias reais 
e sintéticas. 
5.3.1. Exemplo I: Homogeneização com geometria sintética em 2D 
Para homogeneização no caso bidimensional foi adotada a hipótese do EPT. A 
Figura 5.8 apresenta uma micrografia típica do FFN GGG-40 obtida via Micro-CT. Neste 
modelo, os nódulos de grafita são modelados com geometrias sintéticas, isto é, os nódulos 
de grafita são modelados com uma geometrica circular perfeita. Além disso, é tido em 
consideração a rigidez da grafita a qual foi obtida experimentalmente mediante testes de 
micro-indendação. Os autores  (BERDIN; DONG; PRIOUL, 2001); (TONG et al., 2009); 
(PUNDALE; ROGERS; NADKARNI, 1998); (BURONI; MARCZAK, 2008) modelaram o 
nódulo de grafita como se fossem espaços vazios, isto devido as baixas propriedades 
mecânicas da fase grafítica com respeito a matriz.  
A relação r/d é escolhida como parâmetro característico, onde r é o raio médio do 
nódulo e d é o comprimento mínimo médio entre centros de nódulos.  
 
Figura 5.8 Detalhe da microestrutura de um FFN GGG-40.  
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Segundo os resultados obtidos experimentalmente para o parâmetro 𝑟 𝑑⁄  o módulo 
de Young e a razão de Poisson obtidos no capítulo 3, são tabulados e apresentados na 
Tabela 5.2. 
Tabela 5.2 Propriedades do FFN GGG-40. 
Parâmetro Valor 
r/d 0,30 
Módulo de Young 182GPa 
Razão de Poisson 0.28 




Neste trabalho foi empregada a mesma estratégia de (ZOHDI, 2005) e (BURONI, 
2006). Foram modeladas 20 amostras, cada uma com uma distribuição aleatória de nódulos. 
A quantidade de inclusões tomaram a seguintes quantidades 2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37, 42, 
47, 52 e 57. Para efeito da simulação numérica, foram feitas duas estratégias: 
Estratégia I 
 É definida uma dimensão específica e constante para o EVR e é tomada como 
parâmetro caraterístico; 
 É considerada que a fração de inclusões é de 7%; 
 O tamanho dos nódulos é determinado para cada amostra considerando a quantidade 
destes dentro da matriz e a fração de área correspondente; 
 Os nódulos são gerados em forma aleatória verificando para que não existam 
superposições entre eles, e cumprindo as relações de R/d=0,29, de tal maneira que, 
a distribuição corresponda aos dados experimentais; 
 O Módulo de Young e a razão de Poisson são de 182GPa e 0,28, respetivamente. 
 
Estratégia II 
 Adota-se um raio unitário para todos os nódulos e esta dimensão é tomada como 
parâmetro característico; 
 Considera-se que a fração de volume das inclusões é de 7%; 
 A partir do número de nódulos que se deseja gerar para cada amostra e com a fração 
de volume se calcula a área da microestrutura; 
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 Os nódulos são gerados em forma aleatória verificando que não existam 
superposições entre eles, e cumprindo as relações de R/d=0,29, de tal maneira que, a 
distribuição corresponda aos dados experimentais; 
 O Módulo de Young e a razão de Poisson são de 182GPa e 0,28, respetivamente. 
 
As Figura 5.9 e Figura 5.10 apresentam-se as curvas de convergência para 𝐸∗ onde 
pode ser observado que em cada uma delas há uma grande dispersão para cada um dos 
ensaios computacionais.  
Quanto menor a quantidade de nódulos maior a variação do 𝐸∗, e maior a sua 
dependência do posicionamento de cada inclusão. Esta afirmação está de acordo com os 
resultados obtidos por (BURONI, 2006) e (ZHANG; BAI; FRANÇOIS, 1999), os quais 
indicam que a posição dos furos afetam significativamente os módulos efetivos quando eles 
estão incluídos em uma menor quantidade ao interior da matriz homogênea.  
 
Figura 5.9 Caso 1: Curva de convergência do EVR. 




















Figura 5.10 Caso 2: Curva de convergência do EVR. 
Nas Tabela 5.3 e Tabela 5.4 são apresentados os valores de 
*E  obtidos para cada 
uma das amostras, a diferença entre os valores máximos e mínimos, os desvios padrões e as 
porcentagens de variação da diferença de valores máximos e mínimos com respeito a média 
(DVM) e ao desvio padrão (DM). 
Tabela 5.3 Caso 1. E*da microestrutura com diferentes distribuições aleatórias de 
nódulos. 











2 192610 5689 1408 2,95 0,73 
7 191454 4510 876 2,36 0,46 
12 191778 3992 1009 2,08 0,53 
17 191685 2876 697 1,50 0,36 
22 191311 2905 728 1,52 0,38 
27 191324 4132 1084 2,16 0,57 
32 191663 3233 798 1,69 0,42 
37 191634 2416 628 1,26 0,33 
42 191386 3536 982 1,85 0,51 
47 191559 3084 815 1,61 0,43 
52 191518 2587 736 1,35 0,38 
57 191554 2048 566 1,07 0,30 
62 191286 2373 736 1,24 0,38 
 
Pode ser observado que a partir de 27 nódulos o desvio padrão com respeito à média 
é inferior a 2 % (%DVM em 27 nódulos=2,16), o qual é adequado para a obtenção de 
*E  a 
partir de EVR.  
































2 191328 4867 1351 2,54 0,71 
7 191035 3399 968 1,78 0,51 
12 191381 2344 652 1,22 0,34 
17 191265 3332 879 1,74 0,46 
22 191290 3344 927 1,75 0,48 
27 190819 4108 951 2,15 0,50 
32 191240 2716 704 1,42 0,37 
37 191172 2705 699 1,41 0,37 
42 191077 3221 888 1,69 0,46 
47 191122 2419 730 1,27 0,38 
52 190651 2575 667 1,35 0,35 
57 191019 2191 637 1,15 0,33 
62 190801 2858 1092 1,50 0,57 
 
Nas Figura 5.11 e Figura 5.13 é exposto os resultados obtidos de E* com 
microestruturas com 27 nódulos em cada um dos experimentos. Cada ponto destas figuras 
representa o resultado de um ensaio computacional do material com distribuição aleatória 
de nódulos. Também se observam os valores máximos, mínimos, médios e desvios padrões 
do grupo de amostras analisadas. As Figura 5.12 e Figura 5.13 apresentam os 
correspondentes histogramas destes resultados, em que pode ser observado que a maioria 
dos ensaios desenvolvidos alcançou valores de E
*
 de 192GP quando se varia o tamanho de 
nódulos e 191GPa para a determinação do EVR variando o tamanho do EVR. Isto indica 
que independentemente da forma como se estime o EVR, seja variando o volume ou o 




Figura 5.11 Caso 1. E* do material para 20 microestruturas com 27 nódulos 
distribuídos em forma aleatória. 
O valor de E* para o FFN GGG-40 é obtido a partir dos ensaios computacionais que 
são de 192GPa, enquanto que, as obtidas em dados experimentais foram de 187GPa 
(ZHANG; BAI; FRANÇOIS, 1999). 
 
Figura 5.12 Caso 1. Histograma do E*  [GPa] para 20 amostras com 27 nódulos 




















Número de ensaios computacionais 



































Figura 5.13 Caso 2. E* do material para 20 microestruturas com 27 nódulos 
distribuídos em forma aleatória. 
 
Figura 5.14 Caso 2. Histograma do E* [GPa] para 20 amostras com 27 nódulos 
distribuídos em forma aleatória. 
A diferença obtida para os valores de 
*E  com respeito aos dados experimentais é de 
aproximadamente 6%. Esta diferença é atribuído as simplificações impostas ao modelo de 
microestrutura, como modelagem em 2D e representação dos nódulos com geometrias 
sintetica. (RODRÍGUEZ et al., 2015) já haviam demonstrado mediante MEF que existia 
uma pequena diferença referente as propriedades efetivas ao usar EVR bidimensionais e 
tridimensionais. Na mesma linha de pensamento, é razoável intuir que os efeitos 
hidrostáticos sobre a deformação de uma inclusão circular são diferentes do efeito que 
ocorre na prática em um nódulo de grafita tridimensional, onde se tem uma rigidez 
volumétrica significativa e como consequência um comportamento mais flexível. Uma 





















Número de ensaios computacionais 































foi observada por (BURONI; MARCZAK, 2008), onde alcançaram valores de módulo de 
Young efetivo de 160GPa. Nesse trabalho as propriedades efetivas foram de 191GPa para o 
módulo de Young usando as mesmas condições experimentais reportadas na bibliografia.  
5.3.2. Exemplo II: Homogeneização com a geometria real em 2D 
A Figura 5.15 descreve o procedimento de homogeneização utilizado neste trabalho. 
Este procedimento consiste na geração de vários EVRs com diferentes tamanhos. Este EVR 
foi obtido a partir de testes numéricos para determinar o módulo efetivo. 
            
Figura 5.15 EVR para o FFN GGG-40.  
Os microgramas obtidos com o Micro-CT foram utilizados para recuperar as formas 
e a distribuição do nódulo. A Figura 5.16 representa um modelo de malha bidimensional 
que representa  as inclusões de geometria irregular (Ω𝑖𝑛𝑐) dentro da matriz ferrítica 
(Ω𝑚𝑎𝑡). 
 














A estratégia para a geração da malha no material, foi desenvolvida assumindo uma 
placa quadrada de dimensões definidas. Neste modelo, os nódulos de grafita têm a forma 
geométrica verdadeira. O contorno é representado por um elemento quadrático contínuo. 
As dimensões do domínio foram progressivamente aumentadas até  que a estabilização em 
nos módulos efetivo foram alcançadas (Figura 5.17). 
 
Figura 5.17 Iustração do EVR com diferentes números de inclusões.  
Tamanhos de amostras de (0,5 × 0,5) mm
2
; (1 × 1) mm
2
, (2 × 2) mm
2
; (3 × 3) mm
2
; 
(4 × 4) mm
2
. 
O algoritmo computacional é apresentado na continuação  que utiliza a ferramenta 
ginput de Matlab. Algoritmo 3 gera a malha com nódulos de grafita da forma “pop corn” 
com o comando ginput. 
Algoritmo 3 Algoritmo para inserção de pontos com o comando ginput  
Assign Image 
Assign Scale 
Assign Xo, y0, xfin, yfim (Limites inferior e superior x, y) 
Assign N (numero de inclusões) 
For i=1: N    
    but = 1; 
    Do while but == 1 
        Assign [xi,yi,but] <= ginput(1); 
        Assign xy2(:,n) <= [m;xi;yi;but];  
    End  
    Assign  mapa_inclu{k} <= [M,x,y,but];     
End       
No ponto internos           
 
Para evitar problemas de singularidade por cantos pronunciados se acondicionou o 
programa para não permitir pontos geométricos com uma distância menor ou igual  
10−2(𝑋𝑓𝑖𝑚 − 𝑋𝑖𝑛). A partir daí a análise de homogeneização multiescala foi realizada 
utilizando diferente EV segundo a Figura 5.17. Os resultados do processo de 




Figura 5.18 E* do FFN GGG-40. 
Pode-se evidenciar que à medida que o número de inclusões aumentou, as 
propriedades efetivas são estabilizadas atingindo valores de 187 GPa para um EVR com 30 
inclusões. O EVR neste caso foi de 1,5 × 1,5 mm
2
. O método mostrou uma alta precisão do 
módulo efetivo em relação aos valores recuperados com os resultados experimentais, a 
diferença foi de 4%. O erro no valor de Young efetivo obtido é devido possivelmente  a 
dois fatos: o modelo bidimensional, mesmo considerando a geometria real da inclusão, 
ainda não se aproxima satisfatóriamente da realidade de um comportamento de um FFN em 
3D. Por outro lado, os erros gerados durante o processamento da discretização do contorno 
também podem influenciar no valor módulo efetivo do material.  
5.3.3. Exemplo III:Homogeneização com a geometria sintética em 3D 
A distribuição dos nódulos de grafita para o modelo 3D com geométria sintética 
foram gerados aleatóriamente, considerando a nodularidade da amostra. A geometria foi 
desenhada em CAD e a reconstrução da malha tridimensional do modelo do EV realizada 
no software GMESH 3.0.  Foi desenvolvido um código em Matlab para impor as condições 
de contorno ao problema. Para o modelo gerado, primeiro se fez uma reconstrução das 
malhas em Matlab com os dados obtidos do GMESH para ter a visualização das faces, 
arestas e vértices dos modelos (Figura 5.19), logo é identificada a numeração de cada 
superfície, aresta e/ou vértice. No presente caso a ser análisado, como a imposição das 

















condições de contorno é efetuada nas superfícies do EV, faz-se necessário somente a 
identificação das superfícies (Figura 5.20). 
Logo, é feito uma verificação das normais de tal maneira que estas estejam 
orientadas corretamente, para garantir uma correta integração numérica do modelo. (Figura 
5.21 e Figura 5.22). Depois de verificadas estas condições, os modelos são finalmente 
gerados e a malha reconstruída, conforme ilustrado na Figura 5.23. 
  




Figura 5.21 Verificação das normais 
internas. 














































Figura 5.23 Modelo reconstruído. 
 
Foi implementada a estratégia de homogeneização assimptótica usando elementos 
de volume (EV) para encontrar o Elemento de Volume representativo (EVR) do material. 
As quantidades de inclusões foram sendo acrescentandas no interior do EV mantendo uma 
razão constante de volume nodular com respeito ao tamanho do EV, e sempre mantendo 
fixa a mesma modularidade do FFN GGG-40 (Figura 5.24). 
 
Figura 5.24 EV em 3D para homogeneização assimptótica. 
a) EV com uma inclusão, b) EV com 10 inclusões, c) EV com 30 inclusões. 
 Figura 5.25 a) apresenta a curva de convergência do E* para um modelo 
bidimensional. Na Tabela 5.5 apresenta os valores meios de cada uma das amostras para 
E*, a diferença entre os valores máximos e mínimos (Emax-Emin), o desvio padrão, a 
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percentagem de variação da diferença entre os valores máximos e mínimos com respeito à 
média (DVM) e o desvio padrão (DM). 
 
Figura 5.25 Curva de convergência do EVR. Valores de E* para diferentes 
distribuições de nódulos.  
Tabela 5.5 E* para os testes computacionais do FFN GGG com várias distribuições 
de nódulos. 







4 171467 94558 23414 5.86 1.45 
6 180984 76856 18222 4.49 1.07 
8 174642 83962 24417 5.10 1.48 
10 175217 87349 23073 5.29 1.40 
15 181034 71682 18181 4.19 1.06 
20 183229 54483 13697 3.15 0.79 
25 183518 90956 18716 5.24 1.08 
30 186362 77318 15850 4.38 0.90 
35 183688 64007 12893 3.69 0.74 
40 181913 63627 16635 3.70 0.97 
45 188039 41409 9869 2.33 0.55 
50 183910 48671 12513 2.80 0.72 
55 185587 49910 11749 2.84 0.67 
60 186718 64689 16368 3.70 0.94 
 
Pode ser observado que para 30 inclusões se alcança um E* representativo, onde se 
tem desvios da media inferior ao 5% com o incremento das inclusões. Figura 5.26 a) 
apresenta o resultado para E* para um EVR com 30 nódulos de grafita. Figura 5.26 b) 


















apresenta os correspondentes histogramas dos resultados, em que pode ser apreciado os 
dados para E* foram de E* de 186GPa. O valor para E* nos dados experimentais foram do 
181GPa (ZHANG; BAI; FRANÇOIS, 1999).  
  
a) b) 
Figura 5.26 a) E* para 20 mostras com distribuições aleatórias de nódulos. b) 
Histograma de E*. 
 
A análise em 3D pode ser determinar que o módulos de Young foi de 186GPa. Há 
uma  diferença obtida 2% approx com respeito do teste em 2D. Esto demuertra que o 
modelo 3D aproxima mais ao valor experimentais obtidos e ao dados blibliográficos 
reportados na literatura.  
5.3.4. Exemplo IV: Homogeneização com a geometria real 3D 
Com a malha gerada a partir da reconstrução tridimensional obtida pelo sistema de 
microtomografia por Raios-X, foram simulados 2 modelos (EVs) com tamanhos de 50, 200 
voxels, a dimensão dos modelos foram obtidas por (COSTA, 2016). Os EVRs foram 
retirados do centro da amostra, de modo que os centróides dos mesmos fossem idênticos, 







 voxels.  




























































Figura 5.27 EVR usado na simulação em 3D direta.  
Fonte: (COSTA, 2016). 
Após o processamentos de imagens foi gerado um EVR conforme apresentado na 
Figura 5.28. A malha externa do cubo foi construída no Matlab com elementos quadráticos 
lineares de 4 e 8 nós. O tempo de simulação foi de até 24 horas um processador Corel i7.  
 
 
                      a)                                                                       b) 
Figura 5.28 EV usado na simulação em 3D com a geometria real.  
a) EV de 50Voxels, b) EV de 200Voxels. 
Os resultados para os módulos efetivos considerando 50 e 200 Voxels são 
apresentados na  
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Tabela 5.6. O tempo de simulação variou entre 24 e 36 horas, possivelmente por 
causa do método de solução do sistema matricial, o qual foi feito por eliminação gaussiana.  
Tabela 5.6 Resultado do processo de homogeneização assintótica com geometria 
real. 
 EV de 50
3
 Voxels EV de 200
3
 Voxels 
Exx(GPa) 185,24 184,53 
Eyy(GPa) 185,32 184,73 
Ezz(GPa) 185,93 183,35 
 
É possível evidenciar que os valores do módulo de Young efetivo se aproximam 
mais aos valores obtidos experimentalmente. Nota-se que neste caso o módulo da grafita 
não foi considerada. A diferença com respeito ao valor experimental foi de 1%, o qual 
indica a precisão da metodologia implementada. 
5.4. Conclusões sobre homogeneização do FFN GGG-40 
Foi implementado um código de MEC para a análise da estrutura do FFN GGG-40 
supondo os nódulos de grafita com geometria sintéticas e logo com geometria real. Para o 
caso da geometria sintética a análise foi realizada usando dois mecanismos para a 
determinação do EVR 1) variando o tamanho e o número das inclusões e 2) variando o 
tamanho do EVR impondo como condição um parâmetro característico. Neste caso foi 
utilizado o tamanho das inclusões como parâmetro característico. Encontraram-se em 
ambos os casos o tamanho do EVR coincidia com uma margem de erro de 1%. O custo 
computacional difere em 5% sendo o segundo caso de maior rapidez computacional. Isto 
pode ser causado pelo fato dos elementos permanecem constantes. A diferença dos valores 
numéricos  com respeito aos valores experimentais são atribuído ao modelo utilizado e as 
simplificações feitas no mesmo. 
Para o caso de homogeneização usando a geometria real do problema o valor de 
módulo efetivo se aproximo mais aos dado experimentais e o custo computacional foi mais 
elevado devido ao procedimento de emalhado. Mas em definitivo, para o FFN é 
indispensável usar geometrias reais para o caso de homogeneização multiescala. 
Para o caso 3D foi avaliada o modelo 3D com o MEF a partir de construções 
construções geométricas obtida no Ansys, o sistema converge aproximadamente bem, e as 
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diferenças podem ser causadas pelo refinamento da malha gerada no GMESH. Uma malha 
mais refinada geralmente tornava o problema de elevado custo computacional.  
No processo de homogeneização, as propriedades efetivas foram determinadas com 
valores satisfatórios aos valores obtidos experimentalmente, apresentando diferença de 1%, 
o qual indica efetividade do modelo numérico e a importância de modelar esse tipo de 
materiais com as geometrias reais quando não se tem uma perfeita nodularidade no caso de 







Os materiais visco-elásticos, assim como os compósitos, são muito comuns na 
engenharia. Trata-se de materiais solicitados que por tensões constantes (ou deformações 
constantes) apresentam deformações (ou tensões) que variam com o tempo. Entretanto, 
uma vez retirada à solicitação, o material recupera completamente seu estado inicial 
embora não instantaneamente. 
A investigação teórica em viscoelasticidade, normalmente envolve duas categorias: 
uma delas trata do desenvolvimento das equações constitutivas consistentes com as 
observações físicas e a outra corresponde à aplicação destas formulações aos problemas de 
valor de contorno.  
Neste capítulo é realizado uma revisão dos diferentes tipos de modelos de 
viscoelasticidade, bem como sua formulação tanto em 2D como em 3D considerando o 
MEC por sub-regiões. Foram modelados problemas viscoelasticos em 2D e 3D, a fim de 
validar a implementação numérica. O processo de homogeneização multiescala é realizado 
para problemas em 2D em um material microestruturalmente heterogêneo. Os dados foram 
validados com dados reportados na literatura.  
6.2. Descrição do modelo 
6.2.1. Lei constitutiva 
Assim como acontece com materiais de comportamento elástico, os materiais 
viscoelásticos também tem um comportamento similar, o qual obedecem a certas regras 
constitutivas. Seja σ e ε, com componentes cartesianas σij e εij serem funções definida no 
intervalo temporal (−∞, ∞), cujos valores σ(t) e ε(t) são o tensor de tensões e deformações 




   t L t   (6-1) 
Onde 𝐿 é uma transformação que associa o histórico de deformações com o de 
tensões (GURTING; STERNBERG, 1961). A Eq.(6-1) é conhecida como equação 
constitutiva hereditária que descreve o comportamento das forças e deformações 
dependente do tempo, estabelecendo assim, a chamada mecânica hereditária que atualmente 
é conhecida como teoria da viscoelasticidade. 
6.2.2. Definição histórica admissível 
Um histórico de deformações 𝜀 é admissível se 𝜀 é contínuo em tudo 𝑡 ∈ (−∞, ∞), 
e ε=0 em (−∞, 0). Uma definição análoga se aplica ao histórico de tensões. (GURTING; 
STERNBERG, 1961) 
Esta definição é importante, pois está contida na próxima definição que deixa clara 
as restrições da teoria da linear. 
6.2.3. Lei constitutiva hereditária linear 
Uma transformação L que associa a cada histórico de deformações ε a um histórico 
de tensões, 𝜎 = 𝐿𝜀, é uma lei hereditária linear, se as seguintes propriedades forem 
atendidas. Seja 𝜀′ e 𝜀" dois históricos de deformações admissíveis e suponha que 𝜎′ = 𝐿𝜀′ 
e 𝜎" = 𝐿𝜀" então: 
a) Linearidade: sendo λ1 e λ2 números reais, então,  
     ' " ' "1 2 1 2L L L         ; 
b) Invariança da traslação: para todo Para cada λ fixado na relação ε"(t) = ε′(t − λ) 
para t ∈ (−∞, ∞) implica que σ"(t) = σ′(t − λ) para t ∈ (−∞, ∞) 
c) Não retroatividade: para todo t fixo, 𝜀′ = 𝜀′′ em(−∞, 𝑡], implica que 𝜎′ = 𝜎′′ em 
(−∞, 𝑡]; 
d) Continuidade: para todo t fixo e todo α > 0, existe um δt(α) > 0 tal que |𝜀
′(𝜏)| <
𝛿𝑖(𝛼) para todo 𝜏 ∈ (−∞, 𝑡] implica que |𝜎




O postulado (a) expressa o princípio da superposição linear. Na teoria da 
viscoelasticidade Linear, esse princípio é conhecido como princípio da superposição de 
Boltzmann. O postulado (b) garante que a constituição do material permanece invariável 
com o tempo. O postulado (c), também conhecido como princípio da causalidade, 
estabelece que se dois históricos de deformação coincida até o instante t, então os dois 
históricos de tensões associados também têm que ser iguais.  
O postulado (d), em termos de (a) estabelece que se dois históricos de deformação  
fossem suficientemente próximos até o instante 𝑡, então os valores de tensão 
correspondentes no instante t, serão arbitrariamente próximos. (GURTING; STERNBERG, 
1961) 
Caso estes postulados sejam todos observados, então é possível obter uma forma 
geral de representação da Lei constitutiva, conhecida como forma integral. 
6.2.4. Modelos analógicos 
A teoria dos modelos analógicos mecânicos é a analogia mecânica para a teoria dos 
circuitos elétricos (N. W. TSCHOEGL, 1989). Nesses modelos, os fenômenos físicos 
envolvidos são representados por elementos gráficos que podem ser conectados entre si, de 
forma a reproduzir determinado comportamento. De modo geral, esse procedimento facilita 
o processo de análise do sistema mecânico. 
O elemento de mola unidimensional (Figura 6.1) representa o material com 
comportamento elástico linear (lei de Hooke). Neste comportasmento, o material recupera 
instantanemanete sua condição inicial depois de ser feita a solicitação.  
 
Figura 6.1 Representação do modelo e Hooke. 
Onde E é o módulo de Young e ε é a deformação sofrida pela mola devido ao 
esforço aplicado.  
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O comportamento puramente viscoso é representado com um elemento de 
amortecedor unidimensional (Figura 6.2). Esse material apresenta tensões que são 
proporcionais à taxa de deformação que o material sofre e não a deformação propriamente 
dita. Isto é, depende de uma constante variacional chamada parâmetro de viscosidade a qual 
depende igualmente das características do material. Este modelo também é conhecido como 
modelo de Newton. Neste caso o material pode alterar sua configuração apresentando 
deformações permanentes. 
 
Figura 6.2 Representação do modelo de Newton. 
Associação dos dois elementos representa o comportamento viscoelástico (Figura 
6.3), que possui características intermediárias aos dos modelos descritos. Uma 
possibilidade de associação direta é, por exemplo, dispor os dois elementos em série 
(Modelos de Maxwell) ou em paralelo (Modelos de Kelvin-Voigt).  
 
Figura 6.3 Modelo viscoelástico de Kelvin-Voigt. 
Onde η é o coeficiente de viscosidade, E é o módulo de Young e ε a deformação 
sofrida pela mola devida ao carregamento.  
Nesse caso as equações são: 
Equilíbrio: 𝜎(𝑡) = 𝜎𝑒(𝑡) + 𝜎𝑣(𝑡).  
Compatibilidade: 𝜀(𝑡) = 𝜀𝑒(𝑡) = 𝜀𝑣(𝑡) 
Equações constitutivas: 𝜎𝑒(𝑡) = 𝐸𝜀𝑒(𝑡)   e  𝜎𝑣(𝑡) = 𝜂𝜀̇𝑣(𝑡) 
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Substituindo as equações constitutivas e compatibilidade na equação de equilíbrio, 
obtém-se a equação diferencial do modelo. 
     t E t t     ( 6-2) 
Para umdado histórico de tensões a solução da equação diferencial linear de 
primeira ordem é: 








   (6-3) 










    
 
 (6-4) 
Quando t tende ao infinito, a solução D corresponde a uma solução elástica 
assintótica quando toda tensão é suportada pela mola. 
 Um histórico de deformação é possível obter a tensão atual diretamente por meio 
da Eq. ( 6-2). Um teste de relaxação é fisicamente impossível com o modelo de Kelvin, 
pois 𝜀̇(𝑡) = 𝜀𝑜𝛿(𝑡) o que corresponderia a uma tensão inicial infinitamente alta. Logo, não 
há função de relaxação correspondente para esse modelo. 
6.3. Formulações MEC para Viscoelasticidade 
6.3.1. Modelo de Maxwell 2D 
A Eq.( 6-2) pode ser reescrita da seguinte maneira: 





     (6-5) 
Adoptando a simplificação na variavei de viscocidade η, segundo (MESQUITA, 
2002), η=γE onde γ é o parâmetro de viscosidade, a Eq (6-5) pode ser apresentada como: 
     t E t t        (6-6) 
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A extensão para o caso tridimensional pode ser feita diretamente, gerando a equação 
constitutiva do modelo: 
     ij ijkl kl klt C t t        (6-7) 
Substituindo essa expressão na equação ponderada pela solução fundamental do 
MEC, omitindo a dependência explicita de t resulta: 
* * *
, 0ki i ki j ijkl kl kl ki iu p d u C d u bd  
  
           (6-8) 
Definindo I, de modo a simplificar o trabalho algébrico: 
*
,ki j ijkl kl klI u C d  

       (6-9) 
Tendo em conta que * *
,ki l ijmn kmnu C  : 
* * * *
, , ,ki j ijkl kl ki j kl kmn mn kl ki jI u C d u d d u d      
   
            (6-10) 
Logo, integrando por partes ambas as integrais resultantes: 
* * * *
, ,kij i j kij j i ij ki j ij j kiI u n d u d u n d u d   
   
          (6-11) 
Substituindo as equações do Equilíbrio fundamental de Kelvin Eq (6-12). e de 
equilíbrio físico, Eq, (6-15), tem-se a Eq (6-14): 
 * , ,kmn n kmp s     (6-12) 
,ij j ib    (6-13) 
 * * *,ki i ki i ki i i kiI p u d p s u d u p d b u d     
   
                  (6-14) 
A segunda integral na Eq (6-14) pode se apresentar como na Eq (6-15): 
   , ki i kp s u d u p   

       (6-15) 
Omitido a posição 𝑝 do ponto fonte: 
* * *
ki i k ki i ki iI p u d u u p d u bd   
  
           (6-16) 
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Substituindo a Eq.(6-16) na Eq.(6-8) 
* * * * *
k ki i ki i ki i ki i ki iu p u d u p d u p d u bd u bd   
    
            (6-17) 
Omitindo as foças volumétricas, isto é 𝑏𝑖 = 0 tem-se:  
* * *
k ki i ki i ki iu p u d u p d u p d  
  
         (6-18) 
Esta equação é válida para pontos internos no domínio. Por tanto para a avaliação 
no contorno se faz o limite.da Eq.(6-18), otendo assim a clássica identidade de Somigliana, 
resultando em: 
* * *
ki i ki i ki ki i ki ic u p u d u p p d u p d  
  
         (6-19) 
A qual expressada em forma matricial é: 
H U G P G P    (6-20) 
Esta equação representa uma equação diferencial de primeira ordem no domínio do 
tempo. Para resolvê-la é aplicado uma aproximação de ordem linear no espaço do tempo 
para a primeira derivada da função utilizando diferenças finitas progressivas ou 
ascendentes. Dividindo a variação de deformação (∆𝑈 )e/ou forças (∆𝑃 ) dependentes de 















Onde ∆𝑈 = 𝑈𝑡+1 − 𝑈𝑡 e ∆𝑃 = 𝑃𝑡+1 − 𝑃𝑡 
Logo, substituindo essa aproximação na Eq. (6-20) 







Que após manipulação algébrica resulta: 
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1 11t t t t
t
HU GP HU GP

      
 
 (6-24) 
Este é o sistema de equações que deve ser resolvido ao longo do tempo, para 
encontrar os valores das grandezas de contorno, utilizando os modelos de Maxwell. 
6.3.2. Modelo de Kelvin 2D 
Considerando o mesmo procedimento para a derivação da equação matricial de 
Maxwell (Eq. (6-24)) obtém-se a equação matricial para o modelo de Kelvin, Eq. (6-25) 
1 11 t t tHU GP HU
t t
      
    
(6-25) 






















6.3.3. Modelo de Boltzmann 2D 
O mesmo procedimento é aplicado para um modelo misto ou de Boltzmann. 
Obtendo-se as grandezas no contorno, segundo a Eq.(6-27): 
 1 1 2
2
1 t t t
E E
HU G HU GP
t t E t
           
     
 (6-27) 
As tensões totais no contorno são obtidas: 
' 1 ' 1 ' 1 ' 12 2 2 2
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6.3.4. Formulação Kelvin 3D 
As equações fenomenológicas implementadas no MEC foram empregadas para o 
estudo de um prisma viscoelástico submetido a uma força constante. A geometria foi 
discretizada em 54 elementos constantes, conforme ilustrado na Figura 6.4. As faces “A” e 
“B” tiveram condições de contorno de engaste e força constante, respectivamente. A carga 
constante foi aplicada por um período de 45 dias. 
  
Figura 6.4 Modelo 3D para implementação do modelo de Kelvin-Voigt. 
Considerando o modelo mecânico análogo e o método dos resíduos ponderados 
pertinente a formulação do MEC se parte da equação de equilíbrio, conforme apresentada 
na Eq.(6-29). 
 * , 0ki ij j i
V
u b dV    (6-29) 
onde Ω é o domínio analisado e 𝑢𝑘𝑖
∗  é a solução fundamental de Kelvin. Logo, 
impondo as relações viscoelásticas apresentadas na Eq.(6-3) e aplicando o teorema da 
divergência chega-se na Eq.(6-30). 
* * * * 0lm lmki i kij ij lm kij ij lm ki i
S V V V
u p dS C dV C dV u b dV            (6-30) 
 Onde S é o contorno do corpo analisado. Logo, considerando que, 
* * * *
, ,
lm
kij ij lm klm lm klm l m kij i jC u u         (6-31) 
* * * *
, ,
lm
kij ij lm klm lm klm l m kij i jC u u          (6-32) 
E substituindo tais considerações na Eq.(6-30) resulta a Eq.(6-33).  
* * * *
, , 0ki i kij i j kij i j ki i
S V V V






















Ao integrar por partes o segundo e o terceiro termo da Eq.(6-33) obtém-se a 
Eq.(6-34). 
* * * * * *
, ,
0
ki i kij j i kij j i kij j i kij j i ki i
S S V S V V
u p dS n u dS u dV n u dS u dV u b dV         

     
 (6-34) 
A Eq.(6-34) pode ser reescrita ao usar o teorema fundamental do equilíbrio. 
 * , ,kij j kip q     (6-35) 
Onde 𝛿(𝑝, 𝑞) é a função Delta de Dirac, 𝑞 são o ponto campo e 𝑝 o ponto fonte. 
Aplicando a Eq.(6-35) na Eq.(6-34), e levando em consideração as propriedades do delta de 
Dirac e o fato de que 𝜎𝑘𝑖𝑗
∗ 𝑛𝑗 = 𝑝𝑘𝑖
∗ , é obtido finalmente à representação da equação integral 
viscoelástica do modelo constitutivo de Kelvin-Voigt, conforme a Eq. (6-36). 
    * * * *ki i ki ki i ki i ki i ki i
S S S V
C u p C u p u p dS p u dS p u dS u b dV          (6-36) 
onde 𝐶?̅?𝑖 é o mesmo termo obtido para a formulação elástica. Para o problema 
algébrico computacional as fronteiras da superfície 𝑆 do domínio analisado foram divididas 





















𝑵 são variáveis nodais. Adotando essas aproximações numa 
representação integral para deslocamentos e trações, obtém-se a Eq.(6-38). 
   
* * * *
1 1 1 1
c s s s
s s s
ki i ki i
n n n n
N N N N N N
ki s i ki s i ki s i i ki
c s s sS S S V
C U p C U p
u dS P p dS U p dS U b B dV

   
   
 
          
(6-38) 
A Eq.(6-38) pode ser apresentada sob a forma matricial representando a 
discretização do problema. 
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       HU t HU t GP t Bb t    (6-39) 
Para a solução da equação matricial das diferenciais temporais (Eq. (6-39)) é 
necessário aproximar a velocidade no tempo. Este procedimento é realizado adotando-se 












6.4.1. Exemplo I: Viga Homogênea 
Para a validação do modelo foi usada uma placa em estado plano de tensão, 
submetida a um ensaio de fluência que consiste na aplicação de forças de superfície 
constantes ao longo do tempo. Empregando os modelos de Kelvin foi modelada uma chapa 
submetida à tensão uniaxial tal como é apresentado na Figura 6.5.  
                             
Figura 6.5 Modelo de exemplo usado. 
Tabela 6.1 Propriedades físicas do material. 






Parâmetro de análise Carregamento 
Δt=1dia P(t)=0,005kN/mm2 
Tempo total=450dias  
 
O modelo implementando é comparado com a solução analítica de acordo com a 






Figura 6.6 Deslocamentos ao longo para pontos sobre a face carregada. 
6.4.2. Exemplo II: Estabilidade 
A estabilidade do método também foi avaliada por meio da análise para intervalos 
de tempo cada vez maiores. A Figura 6.7 ilustra o procedimento, considerando os 
deslocamentos de fase. 
 
Figura 6.7 Deslocamentos em função de diferente passos de tempo. 
Pode ser observado que sem importar o passo temporal a convergência é a mesma.  

















































6.4.3. Exemplo III: Viga Heterogênea 
O efeito do número de inclusões no interior da chapa também foi avaliado, em que 
foi possível observar que à medida que se incrementa o número de inclusões (Figura 6.8) os 
deslocamentos são mais pronunciados. Este comportamento está apresentado conforme a 
Figura 6.9 com uma inclusão, onde os módulos de Young das inclusões foram impostos, 
conforme as seguintes relações: E2/E1=[1, 2, 0.5, 10
-15
]. O mesmo procedimento foi 
realizado considerando 2 inclusões (Figura 6.10) e 4 Inclusões (Figura 6.11). 
                                       
Figura 6.8 Esquema de chapa com inclusões. 
Tabela 6.2 Propriedades físicas do material. 






Parâmetro de análise Carregamento 
Δt=1dia P(t)=0,005kN/mm2 
Tempo Total=450dias  
 
 
Figura 6.9 Relação dos módulos de Young com uma inclusão. 


































Figura 6.10 Relação dos módulos de Young com duas inclusões. 
 
Figura 6.11 Relação dos módulos de Young com quatro inclusões. 
 
É possível ver em cada uma das figuras (Figura 6.9, Figura 6.10, Figura 6.11) que  
ao incrementar  o número das inclusões os deslocamentos vão se incrementado, e pode ser 
visto também, que na medida que se incrementa a relação dos módulos o material sofre um 
maior deslocamento, sendo mais pronunciado na parte onde a viscosidade tende ao estado 
elástico. Este comportamento pode ser mais pronunciado quando o número de inclusões é 
aumentado. É importante salientar que quando a relação de módulos de 𝑘 = 1015 estamos 
supondo que a inclusão apresenta um comportamento como se fosse um furo. 

































































6.4.4. Exemplo IV: Homogeneização 
Tendo o modelo avaliado com dados, é feita uma homogeneização de uma amostra 
de material heterogêneo tipo concreto especial, neste caso foi tomado o mesmo material 
usado por (SOUZA, 2005) o qual trabalhou com uma Areia Asfalto Usinada Quente 
(AAUQ). Neste caso, o processo de homogeneização foi realizado supondo um nível de 
deslocamento médio de cada um dos ensaios de tensão-deformação de uma amostra 
viscoelástica submetida a um ensaio de fluência (Creep test).  
Foi realizada uma análise de homogeneização do material viscoelástico mediante os 
ensaios do histórico de fluência das amostras. Para este caso, se toma como propriedade efetiva, 
para chegar ao EVR adequado, a média dos deslocamentos nos históricos de fluência, isto é, 𝜀.̅ 
Figura 6.12.  
 
Figura 6.12. Relação dos módulos de Young com quatro inclusões. 
Para cada EV, é realizada 20 ensaios de fluência variando em cada um a distribuição 
das heterogeneidades. Foi estimada para cada EV a média, o desvio padrão e o coeficiente 
de variância segundo as Eq.(5-25), Eq. (5-26), Eq.(5-27), respectivamente. As dimensões 
das inclusões foram obtidas para um concreto asfáltico (AAUQ), o mesmo material 
empregado por (SOUZA, 2005). Logo, o gráfico do número de inclusões x coeficiente de 
Variação para cada um dos ensaios é apresentada na Figura 6.13. 

























Figura 6.13.Coeficiente de variação do material visco-elástico. 
É possível observar que a partir de 40 inclusões o coeficiente de variação é de 0.51, 
a partir daí se apresenta um erro menor que 1%, isto significa que as propriedades efetivas 
não têm variação significativa. Logo, o EVR com 40 inclusões é um tamanho 
representativo do AAUQ. As dimensões para este EVR é de 0.005m x 0.005m o que está 
acordo com os resultados experimentais de Vasconcelos et al. (SOUZA, 2005). 
Pode ser observado que quanto menor o número de inclusões maior é o coeficiente 
de variância do material. Isso significa que as amostras têm muita variabilidade em relação 
à deformação média.  
6.4.5. Exemplo V: Viga Homogênea em 3D 
 
Para a validação do modelo proposto em 3D foi discretizado um prisma,  consoante 
Figura 6.14, considerando a ausência de força de corpo. A geometria do prisma está 
submetida a um carregamento constante em uma de suas extremidades e a um engaste na 
outra. Os parâmetros de solicitação e as propriedades físicas do material são apresentados 
na Tabela 6.3.  

















Figura 6.14 Detalhe das dimensões e das condições de contorno. 
 
Tabela 6.3 Propriedades físicas do material. 






Parâmetro de análise Carregamento 
Δt=1dia P(t)=0,005kN/mm2 
Tempo total=45dias  
 
Os valores dos deslocamentos avaliados na face A são obtidos com a 
implementação proposta usando MEC e posteriormente comparados com a curva analítica 
deste problema, conforme ilustrado na Figura 6.15.  
 
Figura 6.15 Resposta em termos de deslocamentos na face A do domínio. 
É possível verificar que o modelo implementado foi capaz de predizer o 
comportamento viscoelástico do problema analisado pela concordância satisfatória da curva 
numérica com a analítica obtida a partir da Eq.(6-4). Isto indica que para um passo 
temporal diário unitário  o método implementado  prevê o comportamento viscoelástico do 



































material, apresentando coerência com os resultados obtidos por (MESQUITA, 2002; 
MESQUITA; CODA, 2002). 
6.4.6. Exemplo VI: Estabilidade em 3D 
No passo seguinte foi avaliado a estabilidade do método implementado. Para estas 
análises foram utilizadas uma variação temporal dos deslocamentos, mudando os passos 
temporais em 1, 2, 3, 5 e 9 dias, durante cada rodada. Os resultados obtidos são 
apresentados na Figura 6.16.  
 
Figura 6.16 Análise da estabilidade com diferentes passos de tempo. 
Neste caso, pode ser observado que nos primeiros dias o método tem uma leve 
diferença com respeito ao método analítico, mas que vai se estabilizando à medida que os 
dias vão passando e o comportamento viscoso vai sendo alcançando. De forma geral, os 
resultados apresentaram uma boa estabilidade. 
6.5. Conclusões sobre viscoelasticidade 
Neste capítulo foi realizada uma análise elementar da teoria da viscoelasticidade e 
de como se pode adaptar ao código de MEC para análises de matérias viscoelásticos. O 
código foi avaliado com resultados analíticos reportados na literatura e mostrou satisfatória 
concordância com os resultados analíticos.  
Apenas um problema de viscoelasticidade com o modelo de Kelvin-Voigt foi 
considerado tamto em 3D como em 2D. A consistência do método aplicado também pode 


































ser comprovada ao confrontar com diferenças de espaços de tempo entre cada ensaio, 
mostrando-se por tanto a qualidade e consistência do modelo implementado. 
Foi realizada uma avaliação da influência de rigidez na matriz quando o número de 
inclusões era gradualmente aumentado, possível observar uma diferença pronunciada nos 
deslocamentos à medida que transcorre o tempo de carga aplicada.  
Em cada um dos casos avaliados pode ser comprovado que a rigidez da inclusão tem um 
efeito significativo nos valores de deslocamentos do material viscoelástico, sendo este mais 
crítico na média a rigidez diminui. Este fator (rigidez da inclusão) tem maior influência 






 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 7.
7.1. Conclusões  
Neste capítulo são apresentadas as conclusões do trabalho desenvolvido neste 
trabalho. Foi realizada uma ampla revisão bibliográfica sobre o Ferro Fundido Nodular 
GGG-40 onde foi possível verificar a escassez de trabalhos que consideraram a geometria 
real do nódulo de grafita para um processe de homogeneização multiescala. Para o 
procedimento da homogeneização fez-se necessário a caracterização da microestrutura do 
FFN GGG-40.  
Foi desenvolvido uma metodologia fundamentada nos ensaios de microdureza para 
determinar, de uma forma aproximada, o módulo de Young tanto dos nódulos de grafita 
como da matriz ferrítica. Neste caso, foi verificado que a partir da microindentação é 
possível determinar o módulo de Young com certa aproximação. Os resultados para o 
módulo de Young apresentaram valores dentro das faixas aceitáveis desta classe de 
material.  
Além de efetuar uma caraterização das propriedades mecânicas do material e da 
morfologia, também foi realizado uma análise microscópica computarizada por raios X 
(Micro-CT). A partir desta ferramenta foi possível obter uma reconstrução das malhas para 
a modelagens numérica dos nódulos de grafita ao interior do matriz ferritica, reproduzindo, 
tanto para o caso 2D como 3D a geometria real dos nódulos de grafita. 
Também foi realizado o processo de homogeneização para 2D e 3D considerando os 
nódulos de grafita como geometrias sintéticas. Especificamente para o caso 2D foi 
implementado subregiões e neste caso  o nódulo de grafita não foi considerado com um 
módulo de Young de 15 GPa.   
Os resultados de todos os modelos numéricos implementados nesta tese podem ser 






Tabela 7.1 Resumos dos resultados. 
 
Modelo E*[GPa] 
Sintético 2D – Estratégia I 192 
Sintético 2D – Estratégia II 191 
Real 2D 187 
Sintético 3D 186 
Real 3D 184 
Experimental 181 
 
Figura 7.1 Ilustração dos modelos 
implementados. 
 
Para o caso Sintético 2D foram adotados duas estratégias distintas para se 
determinar o EVR. A partir da implemnetação destas duas estratégias foi possível verificar 
que a Estratégia II, a qual considera a variação do tamanho dos elementos do volume 
representativo e mantém constante o tamanho das inclusões nodulares em escala 
normalizada, é a mais rápida em convergência. Porém, é importante salientar que ambas as 
estratégias resultam praticamente no mesmo valor de módulo de Young. Também foi 
possível verificar que modelos em 3D considerando a geometria real predizem com 
precisão o valor do módulo de Young efetivo quando comparados aos demais modelos. No 
caso desta tese o modelo real 3D considerando condições de contorno periódicas resultou 
em um módulo de Young efetivo no valor de 184 GPa, ficando muito próximo ao valor 
obtido experimentalmente.  
O mesmo processo de homoneização empregado para o GGG-40 considerando 
apenas a parte elástica foi implementado para problemas de natureza viscoelástica. Os 




7.2. Trabalhos Futuros 
A apartir dos resultados obtidos neste trabalho sugere-se alguns temas ainda não 
solucionados/implementados como proposta de continuidade na linha de estudos em 
nível de materiais microestruturais usando o MEC.  
 Implementação de subregiões para problemas elásticos e viscoelásticos para 
problemas de homogeneização assimptótica em 3D. 
 Implementação para problemas de plasticidade. 
 Consideração da imposição do dano em nível de microestrutura. 
 Estudo da descolamento entre o nódulo da grafita e a matriz no início da 
região de  escoamento do material. 
 Análise da influência dos tipos do FFN GGG-40 conforme classificação da 
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